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El6sz6

Tulzas nélkiil allithatjuk, szamtalan bevezets analizis (kalkulus) konyv
jelent meg és kaphaté ma is hazankban. Igényes konyvek matematikusok-
nak, esetleg matematikatanaroknak, illetve az tgynevezett alkalmazott ma-
tematika konyvei mérnckoknek, kozgazdaszoknak. Nyilvan kivalo konyvek —
a maguk kategoridjaban.

De — akar tetszik nekiink, akdr nem — a felsGoktatas nagyon megvalto-
zott az utobbi évtizedekben. A hallgatok egy jelentds részének nem ezekre
a jegyzetekre van sziikségiik. Egyszertibb, gyakorlatiasabb, ha tgy tetszik
szajbaragdésabb munkéakra.

Jelen jegyzet ennek a kdrnek szolna. Leginkabb olyan hallgatoknak, akiket
a matematika feltehetéleg még kevésbé érintett meg, de sziikségiik van ra.
Példaul biologia, fizika, kdrnyezetismeret BSc hallgatoknak.

A munka alapkoncepcidja, hogy lehetGség szerint egyszert, gyakorlatori-
entalt és 6nalloan feldolgozhaté legyen. Eppen ezért matematikai értelemben
vett bizonyitasokat alig, szemléletes magyarizatokat viszont annal tobbet
tartalmaz.

Igazi Gjdonsaga viszont abban all, hogy a targyalt tananyag a matema-
tikai analizis bevezets fejezeteinek és a komputeralgebra elemeinek sajatos
szintézise. El6nye, hogy a fliggvénytannal vald ismerkedés mellett — mint-
egy mellékesen — megismerkedhetiink egy ingyenes komputeralgebrai eszkoz
hasznéalataval.

Tapasztaltuk ugyanis, hogy sok hallgatok érdeklgdését fel lehet kelteni
még a viszonylag bonyolultabb matematikai elméletek irant is, ha latjak,
hogy szamitogép és a megfelels szoftver segitségével milyen konnyen juthat-
nak helyes eredményre. Kiilondsen fontosnak tartom, hogy a komputeralgeb-
raval vald ismerkedést mar koran, egy ilyen bevezets jellegi targy kapcsan
megtegyék a hallgatok.

Szamtalanszor hallhat6é ugyanis, hogy ,barcsak hamarabb tudtam vol-
na errél a szoftverrél, mennyivel konnyebb lett volna ez, vagy az a targy,
mennyivel egyszertibb lett volna az otthoni késziilés, ha ellenérizhettem vol-
na magam.”



A komputeralgebrai rendszerek hasznalata az oktatasaban is vilagszerte
elfogadott gyakorlat. Uj tendencia azonban, hogy az utébbi idékben egyre
tobb figyelem iranyul az tgynevezett szabad szoftverek (free software), mas
néven nyilt forraskodi (open source) szoftverek iranyaba. Praktikusan az
aruk vonzo, hiszen legtébbszor (mint ahogy az az altalunk hasznélt szoftver
esetében is igy van) ingyenesek. Mésrészt (és ez a szempont a felsGoktatasban
egyaltalan nem elhanyagolhatd szempont) forraskodjuk nyitott, megismerhe-
t6, s6t szabadon modosithato.

A jegyzet a barki altal ingyenesen hozzaférhetd nyilt forraskodu Maxi-
ma komputeralgebrai rendszer hasznéalatat mutatja be az analizis elemeinek
megismerése kozben. Munkahelyemen, a Nyiregyhéazi Féiskolan (és szémos
egyeéb oktatasi intézményben szerte a vilagon) évek ota megelégedettséggel
hasznaljak a Maximat az oktatasaban.

A Maxima egy tobb évtized 6ta, a mai napig aktivan fejlesztett szoft-
ver. Mivel parancssoros program, altalaban egyiitt hasznaljak egy wxMaxi-
ma nevii grafikus feliilettel, melyet jémagam forditottam magyar nyelvre.
A Maxima igy (a kereskedelmi programokat is beleértve) az egyetlen fej-
lesztés alatt 4ll6 komputeralgebrai rendszer, ami rendelkezik magyar nyelvi
felhasznaloi feliilettel. A jegyzetben szamos Maxima eljarassal, fliggvénnyel
is talalkozhatunk. Amennyiben ezek a wxMaxima meniijébdl is elérhetGek,
azokra ,wxMaxima tipp™-ként kiilon utalunk.

Néhany sz6 a hasznalt jelolésekroél

Hasznalni fogjuk a kézépiskoldban tanult szdémhalmazokat, nevezetesen —
béviilg sorrendben — a természetes, az egész, a racionalis és a valds szamo-
kat és jeloléseiket. A természetes szamokon a pozitiv egészeket fogjuk érteni.
(Egyes mas szerzGk a nullat is oda soroljék, a lényeg, hogy kovetkezetesek le-
gyiink.) Komplex szamokkal, vagy még b6vebb szaimhalmazokkal nem fogunk
e jegyzet keretein beliil foglalkozni.

Jelolésiik, részhalmaz-tartalmazassal egyiitt:

NCZcQcCR,

valamint x € A jelentése: x eleme az A halmaznak. Hasznélni fogjuk tovabbé
az egzisztencialis és univerzalis kvantort, vagyis a ,létezik” (més néven yan
olyan”) és a ,minden” (més néven ,tetszéleges”) jeleket:

3, v.



1. fejezet

Bevezetés a Maxima hasznalataba

1.1. A komputeralgebrai programokrol

A komputeralgebrai program (méas néven komputeralgebrai rendszer, an-
golul computer algebra system, gyakran hasznélt roviditéssel CAS) olyan
szoftver, amely segitségével matematikai miiveleteket hajthatunk végre, de
nem csak szdmokkal, hanem algebrai kifejezésekkel, szimbolikusan is.

A komputeralgebrai programok torténete (igy a mai ismertebbeké is) a
személyi szamitogépek elétti korba nytlik vissza. Tudomanyos kutatointéze-
tekben, egyetemekben mar a Unixos h&skorban is hasznalték ilyen célokra a
szamitogépeket. Eppen ezért ezek jo része nem szakadt el a parancssori iizem-
mo6dtol, a grafikus feliilet (ha egyaltalan van neki) sokszor csak egy ,bér”, ami
megkonnyitheti a hasznalatot, de altalaban nem sok tartalmi pluszt ad. Az
is tipikus, hogy sokuk nem csak DOS-Windows alatt érhetd el, hanem Unix-
Linux alatt is, hiszen eleve azon indult a fejlesztésiik. Megkiilonboztetiink
altaldnos céla és specialis komputeralgebrai programokat.

Ismertebb altalanos céli projectek (ABC sorrendben): Axiom, Derive,
Mathematica, Matlab, Maple, Maxima, MuPAD, Octave, REDUCE, Scilab.

Néhény specidlis projekt: GAP (csoportelmélet), KANT/KASH (széamel-
mélet), Magma (algebra, szamelmélet, geometria).

A felsoroltak kozott talalunk kereskedelmi szoftvereket, de ingyeneseket is.
Altaldban elmondhaté, hogy a kereskedelmi véltozatok draga (aruk sokszor
tobb ezer dollar), de baratsagos grafikus feliileti szoftverek, mig az ingye-
nesek nyilt forraskodiuak, de gyakran ,fapadosak”, sokszor egyaltalan nincs
grafikus feliiletiik. Tud4suk azonban nem mindenben marad el draga tarsai-
kétol.


http://wiki.axiom-developer.org/
http://www.chartwellyorke.com/derive.html
http://www.wolfram.com/
http://www.mathworks.com/
http://www.maplesoft.com/
http://maxima.sourceforge.net/
http://www.mupad.de/
http://www.octave.org/
http://www.reduce-algebra.com/
http://www.scilab.org/
http://www.gap-system.org/
http://www.math.tu-berlin.de/~kant/kash.html/
http://magma.maths.usyd.edu.au/magma/

1.2. Miért valasztottam a Maximat?

@ ®E Terminal
Fajl Szerkesztés MNézet Keresés Terminal Sdgd
Maxima 5.23.2 http://maxima.sourceforge.net
using Lisp SBCL 1.8.48.0.debian
Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of wWilliam Schelter.
The function bug report() provides bug reporting information.
(%i1) sum(1l/n~2,n,1,inf);
inf

!
/!

n=1

(%12) %, simpsum;

2

(%02) ===
6

(%13)
1.1. 4bra. Maxima

Jomagam évekig hasznaltam kiilonb6z6 Maple valtozatokat. Munkahe-
lyem ugyan megvasarolta ezeket elegendd példanyban, de hidba is tanitjuk,
ha egy atlagos altalanos- vagy kozépiskola (a jelenlegi didkunk eljévendd mun-
kahelye) nem tudja finanszirozni az ilyen Gsszegii szoftverbeszerzéseket.

Késgbb kiprobaltam a MuPAD ingyenes és shareware valtozatait is, de
az jabb verziokbol mar nem késziiltek ingyenes, tigynevezett ,Light” kisze-
relések. Ekkor kezdtem el keresni valamilyen koltséghatékony, lehetéleg nyilt
forraskodu alternativat. Igy talaltam meg a Maximét.

A Maxima véllalhaté kompromisszumnak tiint, mar els6 latasra is. A
projekt honlapjarol sok hasznos leiras tolthets le, koztitk a Maxima Manu-
al, angol nyelven. (A Maxima Manual terjedelme 2010-re elérte a 942 oldalt
és folyamatosan boviil!) Maga a szoftver is angol nyelvi, bar ez legfeljebb a
hibaiizenetek olvasasanal lehet zavard. Az elérhetd leirasokat atfutva nyilvan-
valova valt szamomra, hogy nagy tudasi komputeralgebrai rendszerrel allok
szemben, ami nagy segitséget nytjthat, leginkabb a felsGoktatasban tanuld
hallgaténak. Mindezek mellett eléfordulhat, hogy nem valt ki teljesen egy
professzionalis CAS rendszert, de azok tudésa joval meg is haladja a didkok
felhasznalasi szintjét. A tudasbeli kiilonbség a program méretébdl is sejthetd,
hiszen példaul a Windowsos verzi6 telepit§je — ami jarulékos programokat is
tartalmaz — minddssze htuszegynéhany megabajt koriil van, ami jocskan el-



torpiil néhany kereskedelmi program terjedelme mellett. (Természetesen ez
az Osszehasonlitasi modszer gyakran félrevezetd lehet.)

Viszont semmilyen magyar nyelvii leirast nem talaltam hozzé. Ezért gon-
doltam, hogy hasznos lehet egy ilyen, révid, kivonatos és bevezetd jellegi, de
magyar nyelvi leiras elkészitése, mint akar ez is, amely a Maxima bemutaté-
sara csak részben koncentral. Hangsilyozom, hogy tavolrdl sem torekedtem
teljességre, egy-egy téma kidolgozasandl leginkabb praktikussagi szempontok
vezéreltek. Ha valaki részletesebben meg akarja ismerni a Maxima lehetdsé-
geit, annak ajanlom a fent emlitett Manualt. Altalaban elmondhat6, hogy
munkam soran igyekeztem bemutatni a Maxima erdsségeit, de természetesen
a gyengeéit is.

A Maximat eredetileg Macsyma néven kezdték el fejleszteni az 1960-as
évek vége felé a Massachusetts Institute of Technology-n, Lisp programozasi
nyelven. A Macsyma koradnak uttord programja volt, olyan rendszerek fejlesz-
tését inspiralta, mint a Maple és a Mathematica. 1982-t61 William Schelter
(6 2001-ig allt a fejlesztések élén) vezetésével Maxima néven fejlédott tovabb.
A jelenleg elérhet6 legfrissebb stabil verzi6 az 5.23.2.

A Maxima futtathato valtozatai kiillonb6z6 Lisp implementaciokkal fordit-
hatok. Legismertebbek a GCL, a Clisp és az SBCL. Kiilénb6z6 Lisp valtoza-
tokkal forditva hasonl6 kddot kapunk, de természetesen nem pontosan ugyan-
olyat. Korabban egyértelmi volt a GCL el6nye (a hivatalos Windows-os vél-
tozatok a mai napig azzal késziilnek), de mivel régota nem jelent meg belgle
1j verzio, egyre nehezebb az ijabb Maximékat vele forditani, igy mostanéa-
ban més implementaciok is szerephez jutnak. Gyakorlatilag — a tapasztalatok
ezt mutatjak — ez a valtozatossag legfeljebb a hibaiizenetek szintjén jelenthet
kiilonbséget.

A Maxima 1998 6ta GNU General Public License (GPL) alatt jelenik
meg. Ez utobbi tény felpezsditette a Maxima és a hozzé kapcsolodoé projektek
fejlesztését.

Ilyen példaul a WebMathematics Interactive (WMI) nevid, magyar fej-
lesztést, web alapi interaktiv matematikai szoftver. Ez egy nyilt forraskoda
webes alkalmazas, amely t6bb kiilonb6z6 komputeralgebra rendszert (koztiik
a Maximat) is képes meghajtani. A program kiprobalhat6 az alabbi cimen:

http://wmi.sf.net/.

1.3. Grafikus feliiletek

A Maxima egy parancssoros program (lasd az 1.1. abrat). Ez a tény bar-
ki szaméara hasznos lehet, példdul ha valamilyen nagy teljesitményi gépen,
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http://wmi.sf.net/

Hle Edit Options Maxima Help
(%11) sum({l/n"2.n, 1, inf);
inf
N
{%20l) 5 --
s 2
==== n
n=1
(21i2) %, simpsum;
2
Zpi
{%0f) —-——-
3
{213 |
/
File| Back | Forvsard | Editl Optionsl uUH: ||ﬂ|e:h’usrfsharefmaxima.-’S.ZZJJ’Xmaxima.-’intro.hn
]
4, Maxima Primer
Maxitma is a computer program for doing mathematics calculations, symbolic manipulations,
numerical computations and graphics. Procedures can be programmed and then run by
Maxima to do complextasks. Much ofthe syntax for other languages such as Maple was
copied fram Maxima.
Project and documentation links
The Hefomenu in Xmaxima gives you access to the following documents:
® fhavima referenes mannal /

Started Maxima | |

1.2. 4bra. xMaxima

tavolrol bejelentkezve futtatja a szoftvert. Ez azonban manapsag nem tul
gyakori. Bar rendelkezik némi kényelmi szolgaltatédssal — a kordbban beirt
parancsok kozott a fel és le kurzorvezérlGkkel bongészhetiink — a mai felhasz-
nalé sokkal nagyobb kényelemhez van szokva.

1.3.1. xMaxima

Mivel gyakran taladlkozhatunk — leginkdbb a Linuxszal ismerked6k koré-
ben — azzal az jelenséggel, hogy ha a felhasznalé nem lat grafikus feliiletet,
hajlamos panikba esni, ezért a fejlesztGk jovoltabdél a Maximahoz alapbol
tartozik egy xMaxima (lasd az 1.2. abrat) nevi (elég kezdetleges és — mi
tagadas — meglehetGsen kényelmetlen) grafikus feliilet. Elonyos tulajdonsé-
ga, hogy inditas utan az ablak als6 felében rogton lathatunk egy kivonatos
leirast néhany alapvetd funkcidjarol, példakkal, linkekkel.



Help - Welcome to GNU TeXmacs

Fajl Szerkesztés Besziirds Kiilsé munkamenet Maxima Forméatum Dokumentum Nézet Ablak Eszkézik Seg
COdSeaX % RERERoC D470 E 0G0
EEEEZ @O |IBSH|?
]
Maxima 5.22.1 http://maxima.sourceforge.net
using Lisp SBCL 1.0.40.0.debian
Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of William Schelter.
The function bug_report() provides bug reporting information.
(%i1) sum(1/n~2,n,1,inf);
= 1
(lhol) Z v
n=1
(4hi2) %, simpsum;
2
T
ho2) —
(Yho2) 6
(%i3) 1
¥
tmdoc maxima program roman 10 kék [idle] kiils6 munkamenet input start

1.3. 4bra. TeXmacs

Mivel a Maxima nyilt forrdskodu program, nincs elvi sem gyakorlati aka-
dalya, hogy barki kiegészité-szoftvereket készitsen hozza. A project oldalan

szamos ilyen kezdeményezés honlapjat talalhatjuk belinkelve. Ezek koziil ket-
t6t mutatnék be.

1.3.2. TeXmacs

A TeXmacs (lasd az 1.3. abrat) egy sokoldald, wy-

——
Nézet Ablak Eszl

siwyg (what you see is what you get) tipusiu szoveg- 12805
szerkeszt6 specialis funkciokkal és pluginokkal. Kife- HE==N
jezetten képleteket tartalmazd, matematikai szovegek FD‘:::::I
esetén is hasznos lehet. A TEX karaktereit hasznalja, N
lehet6ség van importéalni, exportalni IXTEX-be. A mi b i
szempontunkbol azért érdekes, mert bar alapvetGen XYpic
nem a Maximahoz készitették, egytitt tud miikodni Egyeb..
vele, I{TEX-es karaktereket megjelenitve.

Az 1.4. abran lathato, hogyan nyitjuk meg a Ma- 1.4. 4bra.

ximat Texmacson beliil. Kezel&feliiletét t&bb nyelvre leforditottak, magyarra
is.



1.3.3. wxMaxima

Fajl Szerkesztés Cellidk Maxima Egyenletek Algebra Analizis Egyszeriisités Abrazolds Numerikus Sigd)

Kifejezés: |1/n"2

Mettdl: |1
Meddig: |inf
[ Egyszeriisités Numerikus 6sszegzés
Mégse \ oK I |
AwxMaxima tidvozli Ont! |Bemeneti adatok fogadasa

1.5. 4bra. wxMaxima

Ennek a szoftvernek egyetlen célja, hogy kényelmes, grafikus kezeléfelii-
letet nytjtson a Maxima hasznalatahoz (lasd az 1.5. dbrat). Lényegesen fel-
hasznalobaratabb frontend, mint az xMaxima. A gyakrabban hasznalt fiigg-
vényeknek gombjai vannak, amelyek bekapcsolhatd paneleken talédlhatoak,
szamos tovabbi meniib6l érheté el. A kordbban beirt parancsokat szaba-
don modosithatjuk, tjra végrehajthatjuk. Alapértelmezés szerint a paran-
csok végrehajtasa az aktudlis sorra allva a Shift és Enter billentyiik egyiittes
megnyomasara torténik. Az Enter megnyomasa tori a bemenet sorat, igy
tobb soros, szerkesztett bemeneteket is készithetiink. Tovabbi kénnyebbség
még, hogy ha kinyitunk egy (barmilyen tipusi) zardjelet, a bezarasa auto-
matikusan megjelenik. A képernyén megjelenitett munkafolyamatokat képes
ETEX-be, HTML-be exportélni. Gyors és megbizhaté program. Stgdjaban
megtalalhato a teljes Maxima Manual.

Kényelmesebben hasznéilhat6é mint a TeXmacs, én ezt a programot ajan-
lom a Maximahoz. A tovabbiakban, ha grafikus feliiletrdl esik szo, az a wx-
Maximat fogja jelenteni.

A wxMaxima a 0.7.3-as verziotol magyar nyelven is elérhets. A honositast
jomagam végeztem, végzem, ezért ha barmilyen félreforditast, elirast talél,
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kérem, irja meg a blahota@nyf .hu cimre. K6szénom!
A wxMaxima elérhets legfrissebb véltozata a 0.8.7.

1.4. A telepités

A Maxima (ahogy legtobb kiegészitGje is) hasznalhaté Windowson, Mac
OS X-en, Linuxon, FreeBSD-n és még ki tudja hany operacios rendszeren.
Honlapja:

http://maxima.sourceforge.net/,
mig a wxMaximaé:
http://wxmaxima.sourceforge.net/.

Mindkét szoftvert régota fejlesztik (a Maximat hosszi évtizedek ota) de ez
nem jelenti azt, hogy nem fejlesztik Gket aktivan. A wxMaxima kiadasait a
Maximaéhoz szokték igazitani. Ez altalaban évi két kiadast jelent. Leginkabb
a wxMaximara igaz, hogy gyakran tartalmaz lényeges valtozasokat, igy érde-
mes mindig a legfrissebbet hasznalni. Fontos tudni, hogy az 1j wxMaximék
altalaban csak friss Maximakkal tudnak egyiittmiikodni, ezért célszert a két
szoftvert egyszerre frissiteni.

1.4.1. Telepités Windows ala

Toltsiik le a Maximéat honlapjarol és egyszertien futtassuk le a telepitot
rendszergazdaként. Ez mar tartalmazza (és egyuttal felajanlja telepitésre) a
wxMaxima legijabb valtozatat is.

1.4.2. Megjegyzések a Linuxos telepitéshez

A legtobb disztribucidban megtalaljuk a Maxima és a wxMaxima csomag-
jait, legfeljebb nem a legfrissebb verziohol késziilteket. Jomagam évek ota
készitek friss Maxima és wxMaxima csomagokat az éppen aktualis Ubuntu
verziokhoz, melyek elérhet&ek honlapom Linuxos oldalarol:

http://www.blahota.hu/linux.

Igény (vagy sziikség) esetén a programokat forrasbol is fordithatjuk, bar
ez a fliggdségek miatt nem mindig egyszert.
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http://maxima.sourceforge.net/
http://wxmaxima.sourceforge.net
http://www.blahota.hu/linux

1.5. A Maxima, mint szamolégép

Bar egy komputeralgebrai programnak nem ez a f6 erGssége, természete-
sen hasznalhatjuk mint szamologépet.
Tekintsiik at elGszor az algebrai miveleteket:

+ Osszeadéas
— kivonéas
* SZOTZAas
/ osztas

"~ vagy **  hatvanyozas
! faktorialis

MAatrix SzZorzas.

Megjegyzem, hogy azonos tipusi matrixok esetén a * szorzas a megfelel§ he-
lyen lévE elemek Gsszeszorzasaval keletkezG ugyanilyen tipusi matrixot adja,
valamint a négyzetgyokvonasra hasznalhato az sqrt fliggvény is.

Szamoljuk ki példaul a

2 .
10-33* +5)2— — — V1024 — 5- 10! — V64
34

kifejezés értékét. A parancs végét pontosvesszé (;) vagy dollarjel ($) jelzi.
Dollarjel hasznéalata esetén a parancs végrehajtodik, de kimenete nem je-
lenik meg. Ha nem a parancssoros Maximat vagy az xMaximat, hanem a
wxMaximat hasznaljuk, akkor nem sziikséges végjelet irnunk, Shift+Enter
nyomasara végrehajtodnak a miiveletek (és pontosvesszé lesz a sor végén).

Néhol majd olyan hosszi képleteket kell irni, hogy nem férnének ki egy
sorban. Ez nem jelent problémat. A wxMaxima tdmogatja a té6bbsoros beme-
netet. Emlékeztetdiil: ilyenkor a sorokat Enter billenty lenyomasaval valaszt-
juk el egyméstol.

A fenti kifejezést beirva ezt fogjuk latni:

(%i1) (10%3374+5)*2-2/34-1024%*(1/10)-5%10!-sqrt(64);

94765139

(%o01) 1

A sorszamozott (%i1) és (J;01) szimboélumok a bemenet (input) és kimenet
(output) jelolései.

Lathatjuk, hogy az eredményt (leegyszerisitett) tort alakban kaptuk meg.
Ha a kiszamolt értéket tizedestort alakban akarjuk megkapni, hasznaljuk a
float fiiggvényt. Figyeljiink arra, hogy a Maxima megkiilonbozteti a kis- és
nagybetiiket, vagyis jelen esetben a float szigortian csupa kisbetiivel irando.
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(%12) float((10%3374+5)*2-2/34-1024%%(1/10)-5%10!-sqrt(64));
(%02) 5574419.94117647
Ez azonban igy kényelmetlen. Be kell ugyanis masolni (esetleg gépelni) az
el6z6leg mar beirt képletet. Hasznélhatjuk azonban a % szimbolumot. Ez a
legutobb kiszamolt értéket adja vissza. Probaljuk ki!
(%i3) %
(%03) 5574419.94117647
Tehat hasonl6 helyzetben legkdzelebb elegendd a float (%) ; alakot hasznal-

ni. Hasonl6 moédon hivatkozhatunk valamely konkrét kimenetre. Ez esetben
példaul ugyanezt a hatast érhetjiik el a float (%o01) ; beirasaval.

[wxMaxima tipp}

wxMaximat hasznélva, ha a ,Numerikus” menii , Tize-
destort” almeniijére kattintunk, azzal el6hivjuk a float
fliggvényt és az rogton alkalmazasra is keriil.

Lathatjuk tovabba az angol helyesirdsban megszokott tizedes pontot a
magyar tizedes vessz§ helyett.

Egy sorba tobb parancsot is irhatunk. (Ekkor azonban mindenképp kell
kozéjiik pontosvessz§ vagy dollarjel.) Ebben az esetben az eredmények egy-
més alatt jelennek meg.

(%i4) 1+1; 2+3;

(%hod) 2

(%o5) 5

Kovetkezzenek a trigonometrikus fiiggvények. A m-t %pi-ként gépeljiik
be. Figyeljiik meg, hogy a tangens és a kotangens fiiggvényeknek nem az
altalunk megszokott formajat kell hasznalni. (Hasznélja még a sec, vagyis

szekans, tehat a koszinusz reciproka és a csc, vagyis koszekans, a szinusz
reciproka elnevezéseket.) A tovabbiakban — ha az egyaltalan lehetséges — a
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kiszamolandot a jobb olvashatosag kedvéért elGszor a szokott formajaban
jelenitjiik meg és csak utdna a Maxima-féle bemenettel. (Néhany trivialis
esetben kivételt tesziink.)

. T s
sin + cos 0 + tg§ - ctg§

(%16) sin(%pi)+cos(0)+tan(%pi/3)-cot (%pi/2);
(%06) v3+1

Ha a Maxima teheti, itt is megadja a pontos értéket. A kerekitett értéket az
el6bb bemutatott modon kaphatjuk meg.

(%i7) float (%) ;
(%o7) 2.732050807568877

A Maxima csak radidnban tud szamolni. Ha szog fokban van megadva,
nekiink kell azt el6szor atvaltani.

sin 30° = sin(307/180)
(%18) sin(30%%pi/180);

(%08) %

Figyeljiik meg, hogy tortek esetén (ha ezen nem valtoztatunk) legfeljebb
16 jegyet kaphatunk. Ez az alapértelmezés. Egészek esetén nincs ilyen meg-
szoritas, a Maxima nagyon sok jeggyel tud szamolni.

(%19) 100!;

(%09) 93326215443944152681699238856266700490715968264381621468
992963895217599993229915608941463976156518286253697920827223 75825
1185210916864000000000000000000000000

Valgjaban a wxMaxima alapértelmezés szerint nem mutatja meg az Osszes
jegyet, csak a szam elejét és a végét. Ilyenkor példaul a [98 digits| rovidités
talalhato a kifejezés kozepén, utalva a meg nem jelenitett jelek szamara.

Ha latni szeretnénk az Osszes jegyet, at kell allitani a szerkeszt6 megje-
lenését ascii vagy none modba (xml-r6l) a set_display(’ascii) illetve
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a set_display(’none)parancs segitségével. Visszadllitas az alapértelmezett
modba a set_display(’xml) hatasara torténik.

[WxMaxima tipp}

Ha a megjelenitési mod valtoztatasat a wxMaxima ké-
nyelmi szolgaltatasit haszndlva akarjuk véghezvinni,
megtehetjiik; a ,Maxima” menii, ,2d-s megjelenités val- |/
toztatasa...” almeniire kattintva egy ablakboél kivalasz-
tato a kivant megjelenitési mod.

Hogy a tortek értékes jegyeinek szama éppen mennyire van bedllitva, az
fpprec; begépelésével kaphatjuk meg.

(%110) fpprec;
(%010) 16

Az fpprec valojaban egy rendszervaltozd, melynek ily modon kifrattuk
az értékét. Modosithatjuk is a kovetkezGképpen:

(%i11) fpprec:100;

(ho11) 100

[WxMaxima tipp}

Ha a ,Numerikus” menii ,Pontossag allitasa...” almenii-

jére kattintunk, a felbukkan6é ablakban megtehetjiik a . (I\/
pontossag kivant valtoztatéisat. AV

Mostantol tehat 100 értékes jegyre kapjuk a tortek értékét, normalalak-
ban. Ehhez azonban a bfloat fiiggvényt kell hasznalnunk. Példaul:

(%i12) bfloat (%pi);

(%012) 3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820
974944592307816406286208998628034825342117068D0
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A szdm végén a b0 normaélalakra utal, azt jeleni, hogy ,szorozva 10 nulladik
hatvanyaval, vagyis 1-gyel”.

Altalaban nincs sziikség ilyen pontossagra, térjiink hat vissza az eredeti
allapotra.

(%4i13) fpprec:16;

(%013) 16

Ha a tizedes tortiink tizmillional nagyobb, a program eleve normalalakban
jeleniti meg.

(%i14) 10000000.1;

(%014) 1.00000001 107

Csak érint6legesen emlitjiik meg — nem témaéaja jegyzetiinknek — hogy
komplex szamokkal is szamolhatunk, és kaphatunk is ilyeneket eredményiil.
Az imaginarius egység jele itt: %i.

V=443 + 41

(%115) sqrt(-4)+abs (3+4*%1i) ;

(%015) 2%i+5

Az abs az abszolut érték fiiggvény valds és komplex szamokra is hasznalhat-
juk.
Egész szamokat szorzatta alakithatunk:

(%i16) factor(132);

(%o016) 22 3 11

[wxMaxima tipp]

.o ’ PRI . . . - :/”.-7-"
A factor fiiggvény az ,Egyszertsités” menii ,Kifejezés I% :
faktorizalasa” almeniijével hivhato el6. \L
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Beépitett eljardsok hasznalatara taladlhatunk példakat az example segit-
ségével. Hogy melyekre, meglathatjuk ha kiadjuk az example; parancsot,
ahogy latjuk, paraméter nélkiil. Ha igy tesziink, lathatjuk a felsorolasban
a factor szot. Ha tobbet akarunk példaul errél a konkrét eljarésrol tudni,
adjuk ki az example(factor); parancsot!

[WxMaxima tipp}

A wxMaximéban az example fiiggvény a ,Segitség” me-
nii ,,Példa...” almeniijét hasznalva aktivizalhato.

Nézziik tovabb a kifejezések atalakitasat. Ha az alabbi tipusi kifejezéssel
probalkozunk, nem fog térténni semmi.

(31/2_|_1)4
(%1i17) (37(1/2)+1)"4;

%ot?) (V3+1)"

Keétféle eredményt kaphatunk ugyanis. Egy formalisat (vagyis pontosat), ek-
kor hasznaljuk példaul a ratsimp fiiggvényt:

(%i18) ratsimp(%);
(%018) 16v/3 + 28

vagy egy tizedes torttel kozelitettet, amit a szokott médon kaphatunk meg:
(%119) float(%);

(%019) 55.71281292110204

[le\/[axima tipp}

A ratsimp fiiggvény a wxMaximaban az Egyszerdsités” 2

. . . , s 212 . 21, 2 [ 7
meniiben a  Kifejezés egyszerisitése” almeniit el6hivva | [
hasznalhato. \
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Végiil; természetesen az elvégezhetetlen miveleteket a Maxima sem tudja
végrehajtani:
ctg0

(%120) cot(0);
The number 0 isn’t in the domain of cot
-- an error. To debug this try: debugmode(true);

1.6. Valtozok, fiiggvények, egyenletek

A komputeralgebrai programok igazi ereje szimbolikus szdmitasokban
van. Véltozokat, fiiggvényeket definidlhatunk, szdémolhatunk veliik, akar for-
malisan is. Lassunk erre néhany elemi példat. (Figyeljiink arra, hogy amint
az a fiiggvények esetében, a valtozokra is igaz, nevezetesen hogy a kis- és
nagybetiik megkiilonboztetettek!)

1.6.1. Valtozok, algebrai kifejezések
A valtozok értékadasa a : jellel torténik.
(%11) a:2; b:3;
(%ol) 2
(%02) 3
Mostantol a és b értéke ennyi, amig mast nem mondunk.
a* — b, ab
(%13) a"4-b"4; axb;
(%03) —65
(%04) 6
Ez a més lehet masik szam, vagy egy kill, ami torli a valtozo értékeét.
(%15) kill(a);
(%h05) done

18



[le\/[axima tipp}

wxMaximan beliil a kill-t a ,Maxima” meniiben a ,VAal-
tozd torlése...” almeniire kattintva hozhatjuk el6. Az
ilyenkor felbukkan6 ablak lehetGséget ad a definiélt val-
tozok értékének torlésére (alapértelmezés szerint az all,
vagyis az Osszes torlésével), esetleg a torolni kivant val-
tozok felsorolasara, azokat vesszével elvalasztva.

Tehat az eredeti kifejezés mar nem szam, hanem a fiiggvénye.

(%16) a"4-b~4;

(%06) a* —81

Emléksziink a factor fiiggvényre? Ezt kifejezésekre is hasznalhatjuk.

(%17) factor (%) ;

(%07) (a—3)(a+3)(a*+9)

A Maxima kival6an tudja hasznélni a factor eljarast, még bonyolult,
tobbvaltozos fiiggvények esetén is. Erre lathatunk egy szép példat az 1.6.2
alfejezetben.

Sajat fiiggvények definici6ja a := hasznalataval torténik.

(%18) f(a):=a"4-b"4;

(%08) f(a):=a*—10b'

Ne felejtsiik el, hogy b értéke még mindig 3, igy f tényleg egyvéltozos fiigg-
vény. Vajon mennyi az értéke az a = 1 helyen?

(%19) f(1);
(%09) —80

Toroljiik b értékét is.
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(%110) kill(b);
(%010) done

Az f fiiggvény még mindig egyvaltozos (hisz gy definidltuk), de mar van
egy paramétere, a b!

(hi11) £(1);
(%o11) 1—0*

Most gondolunk egyet és megvaltoztatjuk f-et, legyen az alabbi két val-
tozos fliggvény:

(%112) f(a,b):=a"4-b"4;
(%012) f(a,b) :=a* —v*

Igy tényleg kétvaltozos; konkrét értéket kapunk, ha megadjuk elsé és masodik
valtozojat.

(%i13) £(1,2);
(%013) —15

Persze valtozok helyébe mas valtozokat is helyettesithetiink:

f(2z, z)
(%hi14) £(2*x,x);

(%014) 15z*
Definidljunk egy maésik fiiggvényt is:

gla,b) == (a — b)(a® + ab + b?)

(%115) g(a,b) :=(a-b)*(a"2+a*xb+b"2);
(%015) g (a,b) := (a — b) (a® + ab + b?)
Az expand fiiggvényt hasznélva egyszertibb alakra hozhatjuk.
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(%116) expand(g(a,b));

(%016) a3 —b?

[WxMaxima tipp}

—

A wxMaxima meniirendszerében az expand fiiggvény az 2
LSEgyszertsités” menii ,Kifejezés felbontasa” almendiije- |M
LV

\ )\

ként talalhato meg. &

A tovabbi atalakitasokhoz képezziik f és g hanyadosat!

f(a,b)
g(a,b)

(6i17) f(a,b)/g(a,b);

a* — b

Gl e T ¥ ab+ @)

Figyeljilk meg az expand, a ratsimp (racionalis tortfiiggvények egyszertsi-
tése) és a factor fliggvények hatasat!

(%118) expand (%) ;
4 b4
ad — b3 g’ — b3

(%119) ratsimp(f(a,b)/g(a,b));

(%018)

b3 + ab® + a’b + a®
b2 + ab + a?

(%019)

(%120) factor(f(a,b)/g(a,b));

(b+a)(b*+ a?)

%020
(ho20) = T a2

Latni fogjuk késébb, hogy a factor eljaras trigonometrikus kifejezések ata-
lakitasara is jol hasznalhato.
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1.6.2. Ramanujan (egyik) sejtése

Ebben a rovid alfejezetben kivételt tettem és nem a matematika alapvetd
fejezeteibsl valasztottam téméat. Tettem ezt a célbol, hogy egy viszonylag
egyszertien megérthetd, mégis mély matematikai hattérrel bir6 téma kapcsan
bemutassam a komputeralgebra igazi erejét.

Srinivasa Ramanujan a matematika torténetének talan legkiilondsebb,
legintuitivabb figuraja volt. Elete és munkéssaga regénybe ill5, itt egy hi-
res sejtése (jo sok volt neki) miatt emlitjiik meg. A sejtés olyan matematikai
allitas, amelyet valaki ,megérez” hogy igaz, de nem tudja bizonyitani.

Térjiink akkor ra, mi is volt az a bizonyos sejtés. Tekintsiik az alabbi
fliggvényt:

Ri(a,b,c,d) = (a+b+c)f+ (b+c+d)* + (a—d)F—

(a+c+d)¥—(a+b+d)*—(b—c).
Ramanujan azt allitotta, hogy ha ad = bc, akkor
64Rs(a, b, c,d)Rig(a,b,c,d) = 45R3(a,b, ¢, d).

(Egy kicsit gondoljunk ebbe bele. Elképeszts, hogy valaki egy ilyen ssze-
fiiggést megsejt!) A sejtés igaznak bizonyult. De nézziik meg, hogyan boldogul
vele a Maxima!

Hogy kezelni tudja a problémat, at kell fogalmaznunk. Szorzatté fogjuk
alakitani a

64Rg(a,b,c,d)Rig(a,b,c,d) — 45R3(a, b, c,d)

kifejezést, és ha tényezGk kozott szerepel az ad — be tag, akkor igaz az allitas.
E célbol elgszor definialjuk az Ri(a,b,c,d) fiiggvényt! Eldre szolok, hogy a
szorzattd alakitott kifejezés olyan hosszi lesz, hogy a wxMaxima az alapértel-
mezett xml modban nem tudja megjeleniteni (a hibaiizenet: << A kifejezés
til hosszi a megjelenitéshez! >>). Hasznaljuk most a none vagy az ascii
megjelenité modot!

(%i1) R(a,b,c,d,k):=(a+b+c) “k+(b+c+d) "k+(a-d) "k

-(atc+d) “k-(a+b+d) "k-(b-c) “k;

(%01) R(a,b,c,d, k) :=

(a+b+0)'+b+c+d)+a—d) —(a+c+d) —(a+b+d)—b—c)f
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A szorzatta alakitashoz hasznaljuk a jol ismert factor eljarast!

(%12) factor(64xR(a,b,c,d,6)*R(a,b,c,d,10)

-45%R(a,b,c,d,8)"2);

(%02) 36 (ad — be) (240ad™® — 880bed™ + - - - — 5280a'tb?c — 880a'?be)

Lathatjuk, hogy szerepel ad — bc a tagok kozott, tehat igaz az allitds. Meg-
jegyzem, ezuttal a kapott kifejezés elképeszté mérete miatt nem jelenitettem
meg az egész eredményt, hanem a ... szimbolumot hasznaltam. Javaslom,
probaljuk ki magunk is, leginkdbb a szorzotényezdk latvanya utan értékel-
hetjiik igazabol Ramanujan zsenialitasat, valamint — és errdl se feledkezziink
meg — a Maxima hatékonysagat.

1.6.3. Trigonometrikus kifejezések atalakitasa
Tobbféle modon szokott sziikség lenni trigonometrikus fliiggvények ata-
lakitasara. Némely esetben arra van sziikségiink, hogy a révid, zart alakot
kifejtsiik; ekkor javasolt a trigexpand fiiggvény hasznélata.
sin 3x
(%11) trigexpand(sin(3*x));
(%01) 3cos (z)?sin (z) — sin (z)*

Az igy kapott kifejezést egyszeriibb alakba irhatjuk a trigsimp fiiggvény
segitségével.

(%i2) trigsimp(h);
(%02) (4cos (z)* — 1) sin (z)

Megforditva, ha arra van sziikségiink, hogy zart alakban adjunk meg egy
kifejezést, hasznaljuk a trigreduce, és ha sziikséges a trigsimp eljarast.

(%13) trigreduce (%) ;

(%03) 2 <sin(23x) o sin2(ac)> + sin (ZL’)
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(%i4) trigsimp(%);
(%04) sin (3x)

Trigonometrikus fliggvények racionalis tortfiiggvényeinek atalakitasat meg-
kisérelhetjiik a fenti modszerekkel is, de van egy specidlis fiiggvény pontosan

erre a célra; a trigrat.

in 3
sin x+1

sinx
(%15) trigrat(sin(3*x)/sin(x)+1);

(%h05) 2cos(2x) + 2
Az igy kapott kifejezést persze tovabbalakithatjuk a szokott médon.
(%16) trigexpand (%) ;
(%06) 2 (cos (z)* — sin (:E)2) +2
(%i7) trigsimp(h);

(%07) 4cos (z)°

[wxMaxima tipp}

A trigexpand, a trigsimp, a trigreduce ¢és a trigrat
eljarasok a wxMaxima ,Egyszertsités” meniije, ,, Trigo-
nometrikus atalakitas” almeniijében is megtalalhatoak.
Ezek rendre a ,/Trigonometrikus felbontéas”, a ,/Trigono-
metrikus egyszertisités”, a ,/ Trigonometrikus redukalas”
és a ,JKanonikus alak”.

1.6.4. Egyenletek, egyenletrendszerek megoldasa

A el6z6ekben hasznalt eljarasok hasznos tulajdonsiga, hogy nem csak
fliiggvényeket, hanem egyenleteket is jo eséllyel hozhatunk hasznélhatobb
alakra. Az atalakitas hatékonysigat sok esetben noveli, ha az egyenletet el6-
szor f(x) = 0 alakra hozzunk. Nézziink erre egy példat.

A célunk az, hogy megoldjuk az (egyaltalan nem trivialis)

4

sin* z + cos* z = sin* 22 + cos? 2z
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egyenletet.

Az egyenletek, egyenletrendszerek pontos megoldasara a Maxima a solve
eljarast biztositja. Ez — ahogy ezt majd latni fogjuk — tobb esetben jol hasz-
nalhato, de trigonometrikus egyenletek esetén nem art, ha egy kicsit ,bese-
gitlink” neki. Ugyanis ha minden elGkésziilet nélkiil alkalmazzuk,

(%11) solve(sin(x) “4+cos(x) “4=sin(2+*x) “4+cos(2*xx)"4,x);

N

(%o1)  [sin(2z) = %i(—cos(2x)" + sin (z)" + cos (2)*)*,
sin(22) = — (—cos (20)" + sin ()" + cos ()")
sin (2z) = —%i (— cOS (2x)4 + sin (x)4 + cos ($)4)i 3
sin(20) = (= cos (2)" +sin ()" + cos (2)*) ]

lathatjuk, nem igazan ad hasznalhaté eredményt. Hasznaljuk hat az el6z6
részben tanultakat! Alkalmazzuk a trigexpand, a trigsimp és a factor
eljarasokat, ebben a sorrendben.

(%12) trigexpand(sin(x) "4+cos(x) "4-sin(2*x) "4-cos(2+*x) "4=0) ;
(%02) — (cos (x)? — sin (2)%)" =16 cos (x)* sin (x)*+sin (2)* +cos ()" = 0
(%i3) trigsimp(%);
(%03) —32cos (x)® + 64 cos (x)° — 38 cos ()" 4 6 cos (x)> = 0
(%i4) factor (%) ;
(%04) —2(cos (z) — 1) cos (z)? (cos (z) + 1) (2cos (z) — 1) -

~(2cos () + 1) (4cos (v)? = 3) =0

Gyakorlatilag készen vagyunk. A szorzatta alakitott kifejezésbdl konnyedén
leolvashatjuk a megoldasokat. Vagy ha még kényelmesebbek vagyunk, most
,raereszthetjiik” a solve eljarast. Vegyiik figyelembe, hogy hasznalata soran
gyokoket veszithetiink. Jelen példankban az Osszes megoldast a megadott
szogek és 7 egész szami tobbszoroseivel vald eltoltjai adjak, és nem csak a
forgasszogeket.

(%15) solve(%);
solve: using arc-trig functions to get a solution.
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Some solutions will be lost.

(%05) [x:%’r,x:%,x:%’r,x:%,x:ﬂ,ng,x:O]

[wxMaxima tipp}

A solve eljaras a wxMaximéban az ,Egyenletek” menii
,Megoldés...” almeniijével hivat6 meg.

Természetesen nem csak trigonometrikus egyenleteket oldhatunk meg.
Segithet a factor mas esetben is, de csak korlatozott mértékben. Példaul
megkaphatjuk az egész megoldéast (megoldasokat):

24+r+2=0

(%i6) factor (x"3+x+2);
(%06) (35 + 1) <x2 —xz+ 2)

de az Osszes gyok meghatarozasahoz inkabb a solve hasznosabb.

(%1i7) solve(x"3+x+2,x);

(%07) VT%i—1 ﬁ%iﬂv

r=— , T = z=-1

Ha t6bb megoldés van, hivatkozhatunk valamelyik konkrétra. Példaul az
el6z6 feladat harmadik megoldésa:

(%18) solve(x"3+x+2,x) [3];
(%08) = =-—1

Sajnos (és ez természetes) a solve sem mindentudo. Csak azokat az
egyenleteket tudja megoldani, amikre megtanitottak. Példaul az n-edfoku
egyenletek koziil azokkal tud mit kezdeni, amire 1étezik megoldoképlet, vagy-
is ha n < 4. Bizonyitott ugyanis, hogy 6t6d vagy magasabb foku (algebrai)
egyenletnek nem létezik altalanos megoldoképlete. Igy a solve nem tudja
megoldani példaul az alabbi egyenletet sem:

P +r-3=0
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(%19) solve(x"5+x-3=0,%);
(%09) [0 =a° +x — 3]

Tud megoldani egyenletrendszereket is. Erdekes médon azokat helybél meg-
probalja megoldani kozelit6 modszerekkel is, igyhogy ezzel a triikkkel — egy
Gjabb, trividlis egyenletet felvéve — megkaphatjuk az el6z6 egyenlet kozelit
megoldésait. Figyeljiik meg a szintaktikai kiilonbséget, a szogletes zarojelek
hasznalatat.

(%110) solve([x"5+x-3=0,y=1],[x,y]1);

(%010) [|x = 1.132997481108312,y = 1.0],
[x = .8228703381099578%i — 1.041879539612082, y = 1.0],
|x = —.8228703381099578%: — 1.041879539612082, y = 1.0],
|z = 1.129701725095409% + .4753807566695495, y = 1.0],
| = .4753807566695495 — 1.129701725095409%, y = 1.0]

Azonban nem minden egyenlettel bAnhatunk el ily moédon. Ha (szerinte)
,cstinya” az egyenlet, akkor ,feladja”.

(%111) solve([x"b+x-3*sin(x)=0,y=1], [x,y]);
algsys: tried and failed to reduce system to a polynomial in
one variable; give up.

-- an error. To debug this try debugmode(true);

De ekkor sem maradunk kozelit§ megoldas nélkiil. Ismerkedjiink meg az
find_root eljarassal. Ahogy azt a nevébdl kitaldlhatjuk, ezzel a modszer-
rel eleve kozelit6 megoldast keresiink. Hasznélatahoz kell taldlni egy olyan
intervallumot, amely végpontjaiban az f(x) = 0 alakban felirt egyenletben
szerepld f(x) fiiggvény kiilonboz6 elGjeli. Jelen esetben példaul a [—3, 2] in-
tervallum alkalmas erre a célra.

24+ —3sinz=0

(%112) find_root(x"5+x-3*sin(x)=0,x,-3,2);
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(ho12) —1.094639593062378

Hatranya, hogy csak egy gyokot fog megtalalni, akkor is, ha tobb megoldas
esik a megadott intervallumba. Példaul az egyenletnek nyilvanvaléan az x = 0
is a feltételeknek megfelels (trivialis) megoldasa. Az intervallum iigyesebb
megvalasztasaval persze kezelhetjiik az ilyen problémakat. Ehhez segitséget
nyujt, ha dbrazoljuk a fiiggvényt (lasd az 1.6.5 alfejezetet).

A Maxima egyenletek kozelité megoldasahoz hasznalt beépitett fliggvé-
nyei tobb kiilonb6zé elven is miikddhetnek. A legegyszeriibb ilyen modszer
az intervallumfelezés. Legyen az (a,b) egy intervallum, amin (az egyszert-
ség kedvéért tegyiik fel, hogy egyszer) f(x) folytonos fiiggvény elGjelet valt.
Legyen x1 = a, x5 = b, x3 = “T*b Legyen x4 értéke az (x1,x3) intervallum
felezési pontja, ha ott a fiiggvény elGjelet valt, egyébként a (x3,xs) interval-
lum felezési pontja, és igy tovabb, mindig azt az intervallumot felezziik, ahol
elgjelvaltas torténik. Igy generalunk egy x, sorozatot (lasd az 1.6. abrat).

1.6. abra. Intervallumfelezés

Legyen f(z*) = 0. Mivel a sorozat harmadik tagjatol minden lépésben fe-
lezédik az (a, b) intervallum, |z, —z*| < 21’;—,‘12, igy konnyii latni, hogy a sorozat
tagjai tetszGleges el6re megadott pontossdggal megkozelithetik a fiiggvény zé-
rushelyét.

Ha a polinomegyenletiink elvileg mar nem megoldhato (igy a solve mar
nem tudja kezelni), hasznalhatjuk az allroots, és ha csak a valos gyokoket
keressiik, a realroots eljarast.

2P =323 4+1=0
(%i13) allroots(x"5-3*x"3+1=0);

(%013) |z = .7418139304867731,
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xr = .5954413282691189%: — .3141413714906349,
r = —.5954413282691189%7 — .3141413714906349,
x = 1.66877759254038, x = —1.782308780045884|

(%i14) realroots(x"5-3*x"3+1=0);

X

. _ 59804359 .. _ 24801145 .. _ 55994885
(ho14) [x = T 33551432' ¥ = 335544320 L = 33554432]

(%i15) float(%);
(%015) |x = —1.782308787107468, z = .7418139278888702,
T = 1.668777614831924]

Természetesen az find_root eljarassal is célt érhettiink volna, bar azzal csak
a valos gyokoket kaphatjuk meg.

[wxl\/[axima tipp]

wxMaximat hasznalva a find_root, az allroots és
a realroots eljardsok az ,Egyenletek” menii almenti, .
konkrétan a ,Megoldas numerikusan...”, a ,,Polinom gyo- . /)
kei” és a ,Polinom valos gyokei” cimkék alatt talalhato-  Ned
ak.

Megemlitiink még egy maés elven alapuld, de az find_root-hoz hasonlo
(s6t, bizonyos esetekben még jobb hatékonysagi) kozelit§ eljarast, a newton-
t. Hasznalatahoz elGszor be kell tolteni a newton ,csomagot”, mivel nem szere-
pel az alap utasitéskészletben. A Newton és més hasonl6 egyenlet megoldast
kozelité modszerrdl az érdekl6dsk példaul az aldbbi kdnyvben olvashatnak:
7]

A kifejezés utan szerepls -2 egy tipp, annak a kozelében ,kezd keresni”
megoldast. (Valojaban a Newton-féle iteracios modszer kiindulasi értékét ad-
juk meg ilyenkor.)

(%116) load(newton) ;
(%o16) /usr/share/maxima/5.23.2/share/numeric/newton.mac
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(%117) newton(x"5-3*x"3+1,-2);
(%ho17) —1.782308780045884b0
Ahogy korabban mar lattuk, oldhatunk meg egyenletrendszereket is. E16-

szOr oldjunk meg linearis egyenletrendszereket; egy regularist, és egy olyat
amelyben t6bb ismeretlen van, mint egyenlet.

r+y = 0
rT+y+z =
r—3y = 4

(%118) solve([x+y=0,x+y+z=3,x-3*y=41, [x,y,z]);

(%018) [[x =1,y =—1,2 =3

r+y =
r+y+z—v = 3
r—=3y+v =

(%119) solve([x+y=0,x+y+z-v=3,x-3*xy+v=4], [x,y,z,v]);

(%ho19) [[x = —%Ti_4,y = %Ti_‘l,z =%rl1+3,v= %rl“

Lathatjuk, hogy a mésodik esetben is megkaptuk az &sszes megoldast. A
szabad paramétert — ami tetszéleges valos szam lehet — %rl jeloli.

Persze nem csak linearis egyenletrendszereket oldhatunk meg. A kiévetke-
76 példaban egyes valtozok magasabb hatvanyokon (is) szerepelnek.

r+y =
2+y+z—v 3
r—3yt+v = 4

(%120) solve([x+y=0,x"2+y+z-v=3,x-3*y"4+v=4], [x,y,z,v]); igy
(%020) [z = %r2,y = —%r2, z = 3%r2" — %r2® + 7,

v = 3%r2" — %r2 + 4]

A paraméteres eseteket is hasonlé hatékonysaggal kezeli. Az alabbi példa-
ban a megoldast z-re keressiik, az a a paraméter. Ne vegyiik készpénznek az
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eredményt; ha a = 0, akkor nincs megoldas. Altalaban igaz, hogy matemati-
kai értelemben vett teljes megoldast, diszkussziot hidba varunk.

x
a 7

2(241) W
a

+

Q||
SEE SR

(%i21) solve((1/a-1/x)/(1/a+1/x)-(x/a)/ (2% ((x/a+1)))=

7/20,%);

(%021) [z = 9d]

A kovetkezs$ egyenletrendszerben = és y ismeretlenek értékeit keressiik,
ha a és b valés paraméter.

(a+b)z+(a—0by = a®+ b
(a—b)z+(a+by = a®—b

(%122) solve([(atb)*x+(a-b)*y=a"2+b"2, (a-b)*x+(a+tb) *y=

a"2-b"2], [x,y1);

(%o22) [[z =42 y=-52]]
Valojaban csak akkor kapjuk ezt a megoldast, ha a # 0 vagy b # 0.
Sziikségiink lehet arra, hogy az egyenlet vagy egyenletrendszer megolda-
saval tovabb szamoljuk. Ehhez az ev fliggvényt hasznéaljuk. Példaul az alabbi

parancs végrehajtasa utan az y2 valtozo érteke az

2c = y+1
ry = 36

egyenletrendszer méasodik megoldasiban y-ra kapott szam lesz.
(%123) y2:ev(y,solve([2xx=y+1,x*xy=36], [x,y]) [2]);
(%023) 8
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© @& @ Gnuplot (window id : 0)
HE f#HE@aa v ?

27 x+x"T-3*¥ x4

1.45010, -4.16090

1.7. abra. f(z) =27 — 32* 4 27

1.6.5. Fiiggvények Abrazolasa

A Maxima segitségével egy- és kétvaltozos fiiggvényeket jelenithetiink
meg. Az el6bbieket a plot2d vagy a wxplot2d, az utébbiakat a plot3d vagy
a wxplot3d eljarassal. Néha csak t6bbszori probalgatassal kapjuk meg, hogy
melyik intervallumon, illetve téglalapon érdemes dbrézolni a fliggvényt.

f(z) =a" — 32" + 27

(%1i1) plot2d([x"7-3*x"4+2"x], [x,-1,1.5]);

(%o1) (Lasd az 1.7. abrat)

Ja.y) = sin /a7 £

(%12) plot3d(sin(sqrt(x~2+y~2)), [x,-10,10], [y,-10,101);
(%02) (Lasd az 1.8. abrat)

Mindkét tipus megjelenitésére tobb lehetdségiink is van. A Maxima alap-
értelmezés szerint a gnuplot programot hasznélja. Emlitésre mélté még az
openmath program. MindkettGvel latvanyos, modosithato grafikonokat ka-
punk.

2% —y?

(%i3) plot3d(x"2-y~2, [x,-10,101, [y,-10,10],
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2 © @ Gnuplot (window id : 0)

H fHe@a y?

sin{sgri{y ~2+x"2))

view: 60.0000, 30.0000 scale: 1.00000, 1.00000

1.8. &bra. f(x,y) = sin y/x2 + y?

[plot_format,openmath]);

(%03) (Lasd az 1.9. abrat)

Az ily modon kapott haromdimenziés grafikonokat az egérrel el is forgathat-
juk.
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© ® @ Xmaxima: Plot3d

Close | Config | Replot | Zoom | Save | Rotate | Help |

e

1.9. abra. f(z,y) = 2% — ¢*

(wxMaxima tipp}

1.7.

A wxMaxima az ,,Abrazolas” meniiben biztosit lehetdsé-
get a fiiggvények megjelenitésére. A | 2d-s abrazolas...”
és a ,,3d-s abrazolas...” almeniik felbukkano ablakainak
argumentumai és opcioéi magukért beszélnek. Az el6bb
megemlitett megjelenési modokon kiviil hasznos lehet
még a ,Sorok kézott” hasznalata, egyébként ez az alap-
értelmezett formatum.

Tovabbi lehetGség még wxMaxima alatt az dbrak kép-
fajlba mentése. Hasznélatahoz kattintsunk jobb egér-
gombbal a keletkezett képre. T6bb ismert képformatum
koziil valaszthatunk.

=

Feladatok

A megoldashoz — részben, vagy égészben — hivjuk segitségiil a Maximat!

1. Szamitsa ki az alabbi kifejezések értékét!
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(a) VV2+1v3-2v2
(b) 93 4 7T

(C) cos\ég(]o + sin%50° + Ctg 2025°

2
2/18+3V2
2 3 4
(d) 3 ( (vVB—v2)" )

(e) 1017182 4 3lo8s 36, /lota36° + Igtg 54°
-2
(1) (L5 sin (242=))

2. Hozza egyszeriibb alakra!

(a) vat+b—+va—b _ Va+b+va—b\ Va2-b?
va+b++va—b va+b—va—b 2

(b) YRVl ﬁﬁ@( VY VY )
VY 2,7y \ z—/Ty T+\/TY

3. Oldja meg az alabbi egyenleteket!

(a) sinz + sin 3z 4 cos 3x + cos bx = sin bz + cosx
(b) sin?x + sin? 3x = sin x sin 3z
4. Adja meg az alabbi egyenletrendszerek megoldasait!
T hr—y = 1
(2) rz—y = 1

PHr—y+z = 12
(b) Pry—z = 2
r+y—2 = 0
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2. fejezet

Sorozatok

2.1. Sorozat fogalma, sorozatok megadasa

2.1. Definicié. Az a, : N — R figguényt (valds szdm-)sorozatnak nevezziik.

Ez azt jelenti, hogy a sorozat minden természetes szdmhoz hozzarendel egy
valos szamot. (De nem jelenti azt, hogy minden valos szam ,képpé valik”
vagyis nem biztos, hogy minden valos szam elGéll, mint a,, valamilyen n-re.)
A fiiggvények bevezetésérdl a 4. fejezet elején olvashatunk.

Fiiggvények esetén altalanos az f(x),g(x),... tipusa jellés. Sorozatok
esetén gyakrabban hasznaljuk az a,b,... esetleg x,vy,... betiiket, de a na-

gyobb eltérés az tgynevezett indexek hasznalatdban van. Hasznélatukat az
indokolja, hogy bar a sorozatok is fliggvények, specialis fiiggvények, ezzel a
jeloléssel els6 latasra el tudjuk kiiloniteni Gket az &ltalanos (nem sorozat)
fiiggvényektal.

Egyes szerzok kiilon jelolést hasznalnak magéra a sorozatra: {(a,) és a so-
rozat n-edik tagjara: a,. Ezen jegyzet soran nem éltiink ezzel a lehetGséggel —
a Maxima nem kiilonbozteti meg a két objektumot, ezért a jegyzet irasa so-
ran ehhez igazodtunk —, de azon ritka esetekben, amikor ez zavart okozhatna,
fel fogjuk hivni az olvaso figyelmét a helyes értelmezésre.

Megjegyzendd, hogy a sorozat értékkészlete lehetne mas halmaz is. (Lé-
tezik példaul komplex szamsorozat, pontsorozat, stb.) A tovabbiakban csak
valos szamsorozatokkal foglalkozunk, a sorozat sz6 ezeket fogja jelenteni.

A sorozatokat tobbféleképpen is megadhatjuk. Leggyakrabban az explicit
megadéssal talalkozunk. Példaul

2n
n+1’

Maximaban explicit sorozatot az alabbi szintaktikat hasznélva adhatunk
meg:

n"(3" —n?), cos(nm).
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(%1i1) aln]:=2*n/(n+1);

(%hol) a, = f—fr‘l

Figyeljiik meg, hogy a Maxima — mint ahogy sok programozasi nyelv is
— sorozat definidlasara nem az egyenl@ségjelet, hanem a kettGspont egyenlét
hasznalja. Az egyenlGségjel logikai mivelet jele, eredménye igaz, vagy hamis.
Példaul a 2 = 3 logikai mtivelet hamis.

Hivatkozhatunk a sorozat valamely konkrét tagjara, lekérdezve ezzel an-
nak értékét (ha van neki).

@10
(%12) al10];

0 20
(%02) a1
Ritkadbban, de taldlkozhattunk az tgynevezett rekurziv sorozatdefinialas-

sal. Ebben az esetben megadjuk, hogy a sorozat altalanos tagja hogyan szé-
molhaté a kisebb indext tagokbol. Ekkor az elsd, esetleg els6 néhany tagjat
is meg kell adnunk még a sorozatnak.

by =1
bn = nbn_l

Ez a rekurziv sorozat a faktorialist definialja, vagyis b,, = n!. Nagy fontossagu
rekurziv sorozat még a Fibonacci sorozat. Mivel ebben az esetben a sorozat
tagja az el6z6 két tag Osszege, két tagot kell megadni, hogy beindulhasson a
rekurzio.

C1 = 1

Cy = 1

Cp = Cp—1 7+ Cp—2

A rekurziv médon megadott sorozatokat sokszor megadhatjuk explicit
modon is. Ezek levezetése gyakran bonyolult, mély matematikai modszereket
hasznal, maguk a keletkezett képletek sem mindig tul szépek. Igy van ez a
Fibonacci sorozat esetében is, ezért inkdbb egy egyszertibb példat mutatok
rekurziv és explicit modon is megadott sorozatra. Egytuttal megtanuljuk a
rekurziv sorozatok definidlasanak szintaktikajit a Maximéban. Tekintsiik az
alabbi sorozatot:

d =1
dp =2d,1+1

Ez igy néz ki a Maximéban:
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(%13) dl[1]:1; d[n]:=2*d[n-1]+1;
(%03) 1
(%04) d,, :=2d,,_1 +1

Tehat az els6 tag (a konstans hozzarendelése) a valtozok értékadasahoz ha-
sonléan a kettésponttal torténik.
A sorozat tagjait ebben az esetben is hasonléan kapjuk.

dio

(%15) £[10];
(%05) 1023

Ha d,, sorozat elsé néhany tagjat is kiszamoljuk (1,3,7,15,31,63,127, stb.),
megsejthetjiik, hogy jelen esetben rekurziv sorozatunk explicit moédon is
konnyen megadhato: d, = 2" — 1. A képlet valodisagat teljes indukcioval
bizonyithatjuk: n = 1-re a képlet helyes eredményt ad, tegyiik fel hat, hogy
n = k-ra is rendben van, vagyis d = 2¥ — 1. Viszont ekkor a dj; = 2d, +1 =
2(2F — 1) +1 = 281 — 1 egyenldségek teljesiilése miatt a képlet igaz lesz
n = k + 1-re is, ami a bizonyitandénk igazat jelenti.

Sorozatot tobb sorozatbol, esetleg tobb kiilonboz§ szabalyt keverve is
megadhatunk. Példaul:

€y =

1, han <3
0 egyébként.

A sorozat elemei ekkor:
1,1,0,0,0,0, ...

Osszetett értékadasra Maxima esetében egy block-on beliil keriilhet sor.
A visszatérési értéket a return argumentumaként kell megadnunk. Hogy
mikor milyen visszatérési értéket kap a return, azt példankban az if, then,
else (ha, akkor, egyébként) elemekbdl allo utasitéas hatarozza meg. Lassuk
konkrétan:

(%16) el[n]:=block(if n<3 then return(l) else return(0))$

(Emlékeztet6iil: ha az utasitast $ jellel zarjuk, akkor nem jelenik meg a ki-
menet.) Nézziink egy Gsszetettebb példat.
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2" ha n paratlan
fn=1< 1, ha n 4-gyel osztva 2 maradékot ad
fn_1 — 1 egyébként.

Nem is olyan egyszertd ellenérizni, hogy ez egy korrekt definicio-e. De az, a
sorozat tagjai:

2,1,8,7,32,1,128,127,512, 1, 2048, 2047, . ..

Az ilyen sorozatok megadasa Maximaval Osszetett feladat. Nézziik elGszor
részenként.

Az askinteger(n,odd) értéke yes (igen), ha n paratlan (odd). Ha paros,
no-t (nemet) kapunk. Az askinteger masodik argumentumaként hasznéla-
tos még az even (paros) is. Példaul:

(%17) askinteger(21,odd); askinteger(7,even);
(%hoT) yes
(%08) no

A sorozat az értékét itt is egy block-kon beliil végrehajtott utasitdssorozat
eredményeképp kapja meg. Ez esetben ha n nem paratlan, még egyszer meg
kell vizsgalni, ezért a block két, egymasba agyazott if, then, else szerke-
zetet fog tartalmazni.

(%19) flnl:=block(if askinteger(n,odd)=yes
then return(2°n)
else if askinteger(n/2,odd)=yes
then return(1)
else return(f[n-1]-1))$

A jobb attekinthetéség kedvéért az Enter gomb lenyoméasaval tobb sorra tor-
tem a bemenetet, egymas ala irva az azonos szinten 1é6v6 elemeket.

A sorozatokat szdmos tulajdonsig szempontjabol vizsgalhatjuk. Nézziik
ezeket sorra.

2.2. Monotonitas

2.2. Definicié. Az a, sorozatot monoton névekvd sorozatnak nevezzik, ha
Qny1 > an teljesil Yn € N esetén.
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2.3. Definicio. Az a,, sorozatot szigorian monoton nivekvd sorozatnak ne-
vezziik, ha a1 > a, teljesil Vn € N esetén.

2.4. Definicidé. Az a,, sorozatot monoton csokkend sorozatnak nevezzik, ha
any1 < ay teljesil Vn € N esetén.

2.5. Definici6. Az a, sorozatot szigorian monoton csékkend sorozatnak ne-
vezziik, ha a, 1 < a, teljesiil Vn € N esetén.

Természetesen, ha egy sorozat szigortian monoton névekvd, akkor mono-
ton névekvd is, és ha szigorian monoton csdkkend, akkor monoton csokkend
is.

Hogyan dontjiik el, hogy egy sorozat monoton-e valamilyen értelemben?
Nézziink néhany példat.

Legyen a, = nz—fl Szamoljuk ki a sorozat els§ néhany tagjat, valamint
hasonlitsuk Gket Gssze nagysagrendileg.

_1 4 8 -39
a; = <a2—3—6<a3—2—6
A konnyebb Osszehasonlithatosag érdekében a mésodik és harmadik tagot
koz0s nevezdre hoztuk. Ugy tinik, a sorozat szigorian monoton né. De ezen
a ponton ez még csak egy sejtés! A bizonyitashoz vissza kell nytalnunk a
definicibhoz. Megoldjuk az a,.1 > a, egyenlGtlenséget, és ha azt kapjuk,
hogy minden természetes szamra teljesiil, akkor belattuk, hogy a,, szigortan
monoton néS. Nézziik tehat részletesen:

An+1 > Qg
2(n+1) - 2n
(n+1)+1 n+1
n+1 n
n-+2 - n+1
m+1(n+1) > nn+2)
n“+2n+1 > n*+2n
1 >0

Mar a,, felirdsa is problémat szokott okozni. Figyeljiink oda nagyon, a,,-ben,
vagyis nz—fl—ben n minden el6fordulasédt n + 1-re cseréltiik. A tovabbiakban
kihasznaltuk, hogy az egyenlGtlenség iranya nem valtozik, ha mindkét oldalt
ugyanazzal a pozitiv szammal szorozzuk. Igy — mindent Ssszevetve — ekvi-
valens atalakitasok végeztiink, 2 > 0 pedig minden n € N-re (valojaban ez
esetben n-t6l fiiggetleniil) teljesiil. Belattuk tehat, hogy a, = 2% sorozat

n+1
szigorian monoton névekva.
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Példak:

1. A b, = n? — 3n sorozat monoton ndvekvs, de nem szigorian mono-
ton modon. (A masodik tagtol kezdve azonban a sorozat novekedése
szigorli: by = by < by < .. )

2. A (—1)" sorozat semmilyen értelemben nem monoton.

Egyszertibb, racionélis tortfiiggvényekkel definidlt sorozatok monotonité-
sat a Maximaval is megvizsgalhatjuk, ha behivjuk az alap utasitaskészlet-
be nem tartozé solve_rat_ineq eljarast, ami polinomidlis egyenlGtlenségek
megoldasara szolgal:

(%11) load(solve_rat_ineq)$

Legyen elGszor a vizsgéalt sorozatunk az el6zGekben részletesen kielemzett

__ 2n
an = 777 sorozat.

(%12) solve_rat_ineq(al[n+1]>aln]);

(%02) [[n < =2],[n > —1]]
A szogletes zarojelen kiviili vesszd a logikal ,vagy”-ot, az azon beliili a logikai
L87-t jelenti. Az itt kapott megoldast Osszevetve azzal a ténnyel, hogy n

pozitiv egész, azt kapjuk, hogy az egyenlGtlenség n minden lehetséges értékére
fennall, vagyis a sorozat szigorian monoton névekva.

Egyenl6tlenségek megoldasara hasznalhatjuk még a fourier_elim elja-
rast, ugyancsak miutan behivtuk:

(%13) load(fourier_elim)$

(%14) fourier_elim([a[n+1] > a[n]], [nl);

(%04) [-1<n]Vin<-2]

Az itt bemutatott eljarasok tavolrdl sem tudnak minden egyenlGtlenséget
megoldani, de egyszeri{ibb esetekben segitségiinkre lehetnek.
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2.3. Korlatossag

2.6. Definicié. Az a, sorozatot feliilrél korldtosnak nevezzik, ha AK € R,
melyre a, < K teljesil ¥Yn € N esetén. Ekkor K-t felsd korldtnak nevezzik.

Vagyis ha taladlunk fels6 korlatot a sorozatnak, az feliilr6l korlatos lesz.

2.7. Definici6. Az a, sorozatot alulrdl korldtosnak nevezzik, ha Ik € R,
melyre a, > k teljesiil Vn € N esetén. Ekkor k-t also korldtnak nevezziik.

Vagyis ha talalunk als6 korlatot a sorozatnak, az alulrél korlatos lesz.

2.8. Definicié. Az a, sorozatot korldtosnak nevezziik, ha alulrol és felilrdl
s korldtos.

A felsé és also korlat fogalma nem hataroz meg egyértelmien egy szamot.
Ugyanis ha egy sorozat feliilr6l korlatos és K fels§ korlatja, akkor minden K-
nal nagyobb szdm is fels6 korlatja lesz, ha alulrél korlatos és k also korlatja,
akkor minden k-nal kisebb szam is als6 korlatja lesz a sorozatnak.

2.9. Definicié. Ha K az a, sorozat felsd korldtja, de VK' < K nem felsd
korldtja a sorozatnak (vagyis nincs ndla kisebb felsd korldt), akkor K-t pontos
felsd korlatnak (szuprémumnak) nevezziik.

2.10. Definici6é. Ha k az a, sorozal alsé korldtja, de Yk' > k nem alsd
korldtja a sorozatnak (vagyis nincs ndla nagyobb alsd korldt), akkor k-t pontos
alsé korldtnak (infimumnak) nevezziik.

A pontos korlatok szamolasa gyakran nagyon nehéz lehet.
Konnyt viszont kapcsolatot felfedezni a monotonitas és a korlatossag ko-
z0Ott.

2.1. Tétel. Ha egy sorozat monoton (vagy szigorian monoton) novekvd,
akkor alulrol korldtos.

Novekve sorozat pontos alsd korlatja a sorozat elsé tagja.
Elsfordulhat, hogy a sorozat feliilr6l is korlatos, de ezt nem feltétleniil
lesz igaz.

2.2. Tétel. Ha egy sorozat monoton (vagy szigorian monoton) csokkend,
akkor felilrdl korldtos.

Csokken6 sorozat pontos fels6 korlatja a sorozat elsd tagja.
Az el6z6 tétel megjegyzéséhez hasonloan, lehet, hogy alulrél is korlatos
lesz, de az is lehet, hogy nem.
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Ezen tételek megforditdsa nem igaz. Se az alulrol, se a feliilr6l korlatossag-
bol nem kovetkezik automatikusan semmilyen értelemben vett monotonitas.

Példak:

1. Az n? + 3n sorozat alulrél korlatos, hiszen minden tagja pozitiv, igy a
0 also korlatja lesz. Masrészt szigorian monoton névekvs, igy tényleg
alulrol korlatos, pontos alsé korlatja a sorozat elsé tagja, a 4. Feliilrsl
nem korlatos, mert a sorozat tagjai barmilyen nagy szamnal nagyobbak
lehetnek.

2. A (—1)" korlatos, hiszen a —1 jo lesz also, az 1 fels6 korlatnak. Nem
monoton semmilyen értelemben.

3. Az % sorozat szigoriian monoton csdkkend, igy feliilr6l korlatos, pontos
fels6 korlatja az 1. Alulrol is korlatos, hiszen minden tagja pozitiv. A 0
egyben pontos also korlatja is lesz. Mivel feliilrdl is, alulrdl is korlétos,
a sorozat korlatos.

Az als6 és fels6 korlattal rokon fogalom a sorozat maximuma és minimu-
ma.

2.11. Definicié. A sorozat maximumdn a legnagyobb tagjdt, minimumdn a
legkisebb tagjdt értyik.

Minimum és maximum nem mindig létezik, még korlatos sorozatok ese-
tén sem. Példaul az % sorozatnak bar létezik maximuma, az 1, minimuma
nem létezik. Persze ha létezik minimum, az a pontos alsé korlat, ha létezik
maximum, az a pontos fels§ korlat lesz.

2.4. Hatarérték

2.4.1. Alapfogalmak

Tekintsiik az % sorozatot. Lattuk rola, hogy szigoriian monoton csokke-
ng, de alulrél is korlatos, hiszen a sorozat minden tagja nagyobb mint 0. A
0 egyben pontos alsé korlatja is lesz, hiszen ha az 1-et egyre nagyobb sza-
mokkal osztjuk, kénnyd latni, hogy a kapott hanyados a 0-t tetszGlegesen
megkdzelitheti, igy semmilyen 0-nél nagyobb szidm als6 korlat nem lehet. A
sorozat tagjai tartanak” a 0-hoz. Ennek a szemléletes fogalomnak a pontos
definicidja a kévetkezd.

2.12. Definicidé. Akkor mondjuk, hogy az a,, sorozat konvergens, és hatdrér-
téke az ,a” szdm, ha Ve > 0-hoz Ing € N, melyre ¥n > ng esetén |a, —a| < e.

44



2.1. dbra. Az % sorozat els6 néhany tagja

Elemezziik egy kicsit ezt a definiciot. Az |a,, — a| < € egyenlGtlenség azt
jelenti, hogy a, és a tavolsaga kisebb, mint ¢, ami pontosan akkor teljesiil,
ha a — e < a, < a+ ¢. Ezt gy is mondhatjuk, hogy ha a, az a € sugari
kornyezetén beliil van.

A definicié tehat azt mondja ki, hogy ha taldlok olyan a szamot, melyre
igaz az, hogy akadrhogyan is adom meg egy kornyezetét, a sorozat tagjai el6bb-
utobb, vagyis valamilyen (a definicioban ez ng) indext tagtol kezdve benne
lesznek ebben a kérnyezetben, akkor a sorozatot konvergensnek nevezziik, a-t
pedig sorozat a hatarértékének.

Mas szohasznéalattal élve ,n tart végtelenbe esetén az a, tart (kozelit)
a-hoz”, vagy egyszertien csak ,,a, tart a-hoz”.

Jelolés: a, — a vagy nh_}Igo a, = a. A lim a latin ,Jimes” (hatar) szo

roviditése. Példankban % — 0 vagy a masik fajta jelolést hasznalva lim % =

n—oo
0.

A definiciéban szerepld ng-t kiiszobindexnek nevezziik. A sorozatok alsé
és felsé korlataihoz hasonléan a kiiszobindex fogalma sem egyértelmii; ha ng
kiiszobindex, a definicié értelmében minden néla nagyobb természetes szdm
is az lesz. Célszertd lenne mindig a legkisebb kiiszobindexet meghatarozni,
de ez gyakran igen nehéz feladat, igy bonyolultabb esetekben le is mondunk
rola, megelégsziink akarmilyen kiiszobindex megnevezésével.

Valojaban a kiiszobindex nem szam, hanem (mint lattuk, tobbérték)
fiiggvény, hiszen fligg ¢ valasztasatol, ezért néha az ng(e) jelolést is hasznaljak
ra.

Az % sorozat példajan megnéziink egy konkrét bizonyitast sorozat kon-

vergencidjara. Lassuk be tehéat definicié szerint, hogy lim % = 0. Mivel jelen
n—oo

esetben a,, = % és sejtésiink szerint a = 0, a definicidban szerepld jeloléssel az
|1 —0] < e, vagyis az = < ¢ egyenlStlenséget kapjuk. Mivel n és ¢ is pozitiv,
ez ekvivalens az % < n egyenl6tlenséggel. Ez azt jelenti, hogy ekkor lesz az
a, az a-nak az € sugarta kornyezetén beliil. Vagyis ng = E] + 1 j6 valasztas
(ahol [z] az = szam egész részét jelenti).

Konkrétan tehat, ha mondjuk € = ﬁ, akkor ng = 101 garantaltan meg-
felels lesz; vagyis az % sorozat 101-t61 nagyobb indexi tagjai ﬁ—nél kozelebb
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lesznek a hatarértékhez, a 0-hoz.
Az alabbi tétel sziikséges és elégséges feltételt ad valds szamsorozat kon-
vergenciajara.

2.3. Tétel. Eqy sorozat pontosan akkor konvergens és tart a-hoz, ha a tet-
szdleges kornyezetén kivil csak véges sok eleme van a sorozatnak.

Példak:

1. A 27" sorozat hasonléan viselkedik mint az % sorozat; szigorian mono-
ton csokkend, de minden tagja pozitiv, valamint ha n elég nagy, a 0-t
tetszélegesen megkozelitheti, konnyen igazolhato, hogy lim 27" = 0.

n—oo

2. Nem feltétleniil kell monotonnak lennie a sorozatnak, hogy konvergens
legyen; a % sorozat semmilyen értelemben véve sem monoton (s6t
valtakozo el6jeld), de belathato, hogy tart a 0-hoz.

3. Nyilvan nem minden sorozat konvergens; a (—1)" sorozat példaul ilyen,
hiszen ha barmilyen valés szam koriil egy, vagy annél kisebb sugarta
koérnyezetet vesziink, rajta kiviil garantaltan végtelen sok pont lesz.
Nem tart tehat egyetlen valos szamhoz sem, vagyis nem konvergens.

4. Ha b, = 0, vagyis b, a konstans 0 sorozat, nyilvan konvergens lesz és tart
a 0-hoz, ugyanis b,-nek a 0 tetszéleges sugart kornyezetén kiviil véges
sok tagja van (nevezetesen egy sem). Hasonlot mondhatunk tetszéleges

konstans sorozatra is, ezért Vb € R esetén lim b = b.
n—oo

A konvergens sorozat definiciojaban szerepel a hatarérték fogalma is. Va-
jon tudnank-e olyan fogalmat alkotni a konvergenciara, amelyben nem sze-
repel az a bizonyos ,,a” szam? Ez a gondolat vezet el az alabbi tételhez.

2.4. Tétel (Cauchy-féle konvergencia-kritérium). Az a, sorozat pontosan
akkor konvergens, ha Ve > 0-hoz Ing € N, melyre ¥Yn,m > ny esetén |a, —
| < €.

Ez a tétel egy djabb sziikséges és elégséges feltételt ad sorozat konver-
gencidjara. Az igazsag az, hogy a sorozatok elméletének altalanosabb tar-
gyalasaban, amikor sorozatokon nem valos szamsorozatokat értiink, esetleg
mas tavolsagfogalmat hasznalunk, csak a tételben szerepld egyik allitas igaz;
a konvergens sorozat Cauchy tulajdonsagi, de a megforditds nem mindig
igaz. Példaul, ha sorozat definiciojaban a sorozat értékkészletébsl kivessziik
a 0 szamot, akkor ebben a rendszerben az % sorozat nem konvergens, de a

Cauchy tulajdonsaga nyilvin megmarad.
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Tekintsiik most az ¢, = n sorozatot. Nyilvin nem tart egyetlen valos
szamhoz sem, de nem is ,ugral” olyan Gssze-vissza, mint a nem konvergens
(—1)" sorozat. ,Erezziik”, hogy c, ,tart a végtelenbe”. A most kivetkezs de-
finicioval ennek szellemében egészitjiik ki a konvergencia fogalmat.

2.13. Definicié. Akkor mondjuk, hogy az a, sorozat tart a végtelenbe, ha
VK € R-hez dng € N, melyre Vn > ng esetén a,, > K.
Jelolés: lim a,, = oo.

n—oo
Hasonloképpen definidlhatjuk a ,minusz végtelenbe tartas” fogalmat.

2.14. Definicidé. Akkor mondjuk, hogy az a,, sorozat tart a minusz végtelenbe,
ha Vk € R-hez dng € N, melyre Vn > ng esetén a, < k.

Jelolés: lim a,, = —o0.
n—oo

A ,végtelen” fogalmat csak olyan szokapcsolatokban hasznaljuk (példaul
valamely sorozat tart a végtelenbe), melyekben szerepét jol meghatéarozott
modon definialtuk.

A végtelenbe vagy minusz végtelenbe tartast szokis tagabb értelemben
vett konvergenciaként emlegetni.

2.15. Definicié. Ha egy sorozat nem tart semmilyen valds szimhoz (nem
konvergens szikebb értelemben) és nem konvergens tdigabb értelemben sem,
divergensnek nevezzik.

Meg kell jegyezni, hogy van olyan felépitése a hatarértékszamitas elmeé-
letének, melyben a tagabb értelemben konvergens sorozatokat is divergens-
nek nevezik. Mindkét felépitésnek vannak elényei és hatranyai is. Mi tehat
a tovabbiakban konvergensnek tehat azokat a sorozatokat fogjuk nevezni,
amelyek vagy tartanak egy valos szamhoz, vagy a plusz, minusz végtelen va-
lamelyikéhez. Félreértések elkeriilése végett — ha sziikséges — a valos szamhoz
tartd sorozatokra a ,sziikebb értelemben véve konvergens” kifejezést fogjuk
hasznalni.

Maximéat jo eredménnyel hasznalhatjuk sorozatok hatarértékének kideri-
tésére. Hasznaljuk a 1imit fiiggvényt. A végtelent az inf, a minusz végtelent
aminf (vagy a -inf) jeloli.

2n
im
n—oon + 1
(%11) 1limit(2*n/(n+1),n,inf);

(%o1) 2

lim —n — n?
n—oo
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(%1i2) limit(-n-n**2,n,inf);

(%02) —o0

[wxMaxima tipp]

A wxMaxima az ,,Analizis” menii ,Hatarérték szamola-
sa...” almeniijében biztosit lehetGséget a 1imit fliggvény
egyszer( hasznalatara.

2.4.2. Hatarértékre vonatkozo elemi tételek

2.5. Tétel. Ha egy sorozat tart a plusz vagy minusz végtelenbe, nem lehet
korldtos.

Ennek a megforditasa sem igaz; létezik divergens sorozat, mely nem kor-
latos.

Példak:

1. Ahogy maér volt sz6 rola, az n sorozat tart a végtelenbe, raadasul szi-
gortian monoton névekvé modon.

2. Nyilvidn a minusz végtelenbe tart a —n sorozat, szigortian monoton
csOkkenve.

3. A (—1)"n nem korlatos, divergens sorozat.

Osszetettebb példak bemutatasara késébb keriil sor.
Eddig arrol volt szo, hogy létezik, vagy nem létezik egy sorozatnak ha-
tarértéke. Ha létezik hatarérték, 1étezhet tobb is? Nem.

2.6. Tétel. Ha eqy sorozat konvergens, akkor eqy hatdrértéke van.

Hasznos tulajdonsag allapithatdé meg monoton korlatos sorozatokrol. Ne-
vezetesen:

2.7. Tétel. Ha egy sorozat monoton csokkend és alulrol korldtos, akkor kon-
vergdl a pontos also korlatjihoz.

Hasonlban:

2.8. Tétel. Ha eqy sorozat monoton ndvekvd és feliilrdl korldatos, akkor kon-
vergdl a pontos felsd korldtjdhoz.
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Példaul az % sorozat monoton csokkend (valojaban még az is igaz, hogy
szigoriian monoton csékkend), alulrol korlatos, pontos alsé korlatja a 0, tart
is oda.

Talan meglepd lehet, de véges sok (akar nagyon sok) tag megvéltoztatasa
(elhagyasa, hozzairasa, kicserélése) nem valtoztatja meg a sorozatok néhany
jellemzGjét, mint példaul a korlatossdgot és a konvergenciat. Ez azt jelenti,
hogy ha véges sok tagot megvaltoztatok egy sorozatban, ha korlatos volt, az is
marad, ha nem volt korlatos, tovibbra sem lesz az, ha divergens volt, tovabbra
is az lesz, ha konvergalt — akdrmilyen értelemben —, ezutan is konvergens lesz,
s6t, ugyanoda fog tartani. Példaul tekintsiik az alabbi sorozatot.

L =13, han < 1.000.000
"7 | % egyébkeént.

Mindegy, hogy mi torténik a sorozattal eleinte (most konkrétan az elsé egy-
milli6 tagja —13-mal egyenld), ha a végén tgy is az % fog dominalni, tehéat

lim d, = lim % = 0. Mivel az % sorozat korlatos, d,, is az lesz, bar also

n—oo n—o0
korlatja —13, mig az % sorozaté 0, és a valtoztatas a monotonitast is ,elron-

totta”.

Mindebbdl az kovetkezik, hogy sok esetben elegendd, ha bizonyos tulaj-
donsdg majdnem mindig teljesiil, amin azt értjiik, hogy legfeljebb véges
tagot leszamitva teljesiil.

Tobb sorozat egymashoz valod viszonyat targyaljak a most kovetkezé té-
telek.

2.9. Tétel. Tegyiik fel, hogy nh_}rrolQ a, = a és lim b, = 0. Ha a,, < b, majdnem

n—00

maindig, akkor a < b.

A tételben szerepls a és b tetszéleges valos szam, s6t oo vagy —oo is lehet.
Fontos tudni, hogy ha a, < b, teljesiil majdnem mindig az el6z6 tételben,
akkor abbdl ugyantgy csak a < b kdvetkezik, nem pedig a < b. Példaul 0 < %
fennall Vn € N-re, de 0 = lim 0 £ lim % = 0. Ebbdl a tételbdl kovetkezik

n—oo n—oo
az aldbbi allités.

2.10. Tétel (Renddr-tétel). Tegyiik fel, hogy lim a, = = = lim ¢,. Ha
n—o0o n—oo
a, < b, < c, majdnem mindig, akkor lim b, = x.
n—oo

Az x itt is jelolhet tetszdleges valds szamot, vagy a 0o, —oo szimbolumok
valamelyikét.
A Rendér-tétel egy hasznos technikai segédeszkozhoz vezet.

2.11. Tétel. Tegyiik fel, hogy lim a, = 0 és b, korldtos sorozat. Ekkor
n—oQ

fenndll lim a,b, = 0.
n—oo
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Vegyiik észre, hogy a b, sorozattél nem koveteltiik meg a konvergenciat.
Legyen példaul a,, = % és b, = sin(n). Nyilvan lim a, = 0 és b, korlatos (és

n—oo
mellesleg divergens, de ez most nem érdekes). Ekkor a tétel allitdsa alapjan
lim % = 0. Ugyanez a Renddr-tétel alapjan: lim —+ = 0 = lim + és
n—o0 . . n—oo n—oo
—% < bmnﬂ < % miatt kovetkezik lim % = 0.

n—oo

2.5. Részsorozat

[smerkedjiink meg a részsorozat fogalmaval.

2.16. Definici6. Legyen a,, tetszdleges sorozat. Akkor mondjuk, hogy a b, so-
rozat az a, sorozat részsorozata, ha dc, : N — N szigorian monoton névekvd
sorozat, hogy b, = a., teljesiil Yn € N esetén.

Példak:

1. Az % sorozatnak az s—— sorozat részsorozata, hiszen lathato, hogy az

2n—1
111111 IR . - ,
L s sg - 3 t?g?kl k(izul1 ily modon kivalasztottuk a paratlan

indexd tagokat: 1,3, =, 2, 5, = .... Ez esetben ¢, = 2n — 1.

2. Ugyanennek az % sorozatnak az % sorozat egy masik részsorozata. Itt

¢, = 3n, ami az eredményezi, hogy csak minden harmadik tag maradt
meg az eredeti sorozatbol.

A fenti példédkbol kittinik, hogy a definicioban szereplé ¢, sorozat szigori
monotonitasara azért van sziikség, hogy az eredeti sorozat legfeljebb olyan
értelemben valtozzon meg, hogy elhagyunk a tagjai koziil, de a megmaradok
sorrendje ne médosuljon.

Lassunk néhany egyszertd, részsorozatokra vonatkozo tételt.

2.12. Tétel. Egy sorozat pontosan akkor korldtos, ha minden részsorozata
korldtos.

Egy alulrél korlatos sorozat alsé korlatja alsd korlatja lesz minden részsoro-
zatanak, egy feliilr6l korlatos sorozat felsG korlatja felsG korlatja lesz minden
részsorozatanak, de ezek az allitdsok forditva nem igazak. Lehet kiilénbo6z6
egy sorozat és részsorozatanak pontos alsé és pontos felsé korlatja, bar ha a
sorozat konvergens is, legalabb egyik (vagy a pontos als6, vagy a pontos fels
korlatja) meg fog egyezni.

2.13. Tétel. Eqgy sorozat pontosan akkor monoton valamilyen értelemben,
ha minden részsorozata monoton ugyanabban az értelemben.
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2.14. Tétel. Egy sorozat pontosan akkor konvergdl valahova, ha minden rész-
sorozata konvergens és ugyanoda konvergdlnak.

Példak:

1. A sin (nZ) sorozat részsorozata a sin (nm) = 0 (minden masodik ta-
got valasztottuk ki) és a sin ((4n — 3)Z) = 1 (az els6, majd minden
negyedik tag adja a részsorozatot) valojaban konstans sorozat is. Az
elsG sorozat igy 0-hoz, a masodik 1-hez tart. Ebbdl kdvetkezik, hogy az

eredeti, sin (ng) sorozat divergens.

2. Az n++1 sorozat az % sorozat részsorozata, hiszen a négyzetszam indexti
tagok utan kozvetleniil kovetkezé tagokat valasztottuk ki:

/111111111 1 1 1 1 1 1 1 1

ER R ST TR TR TRV I T T TR

Mivel lim % =0, ezért lim # = 0 is fennall.
n—oo n—o0
2.15. Tétel (Bolzano—Weierstrass-tétel). Korldtos sorozatbsl mindig kivd-

laszthato valamilyen valos szamhoz konvergdlo részsorozat.

2.16. Tétel. Felilrdl nem korldtos sorozatbol mindig kivdlaszthato végtelen-
hez konvergdlo részsorozat.

2.17. Tétel. Alulrol nem korldtos sorozatbol mindig kivdlaszthatd minusz
végtelenhez konvergdlo részsorozat.

Ha a sorozatok eleve konvergensek a kivant értelemben, a tételek allitasai
semmitmondoak. Egyéb esetekre nézziink néhany példat:

1. A (—1)™ divergens, de korlatos sorozat részsorozata az azonosan 1 (igy
1-hez tartd) sorozat, ami az eredeti sorozat minden masodik tagjat
tartalmazza.

2. A (—2)" divergens, de sem feliilr6l, sem alulrél nem korlatos sorozat
részsorozatai a 4" végtelenhez tarto és a —2 - 4"~! minusz végtelenhez
tarto sorozatok.

2.6. Miiveletek és hataratmenet

Elemi miiveleteket hasznalva (Gsszeadas, kivonds, szorzés, osztas, hat-
vanyozas) egyszerl sorozatokbol Osszetett sorozatokat képezhetiink. Ha is-
merjiik az alapul vett egyszeri sorozatok hatarértékeit, kovetkeztethetiink a
bel6liik képzett kifejezések hatarértékére a kovetkezs allitdsok segitségével.
Lassuk tehat melyek azok az esetek, amikor a mitivelet és a hataratmenet
sorrendje garantaltan felcserélhetd.
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2.6.1. Az alapeset
2.18. Tétel. Ha lim a, = a, lim b, =b és a,b,c € R, akkor

1.

2.

6.

n—oo n—o0

lim ca,, = ca,
n—oo

lim a, +b, =a+0b,

n—o0

lim a, — b, =a — b,
n—oo

lim a,b, = ab,
n—o0

ha b # 0 és Vn € N-re b, # 0, akkor lim

a

=n
bn

’

>l

ha a®> + b* # 0 és Vn € N-re a,, > 0, akkor lim ab» = a®.

n—oo

Az utolso két szabalynal feltételekre volt sziikség. Bizonyos esetekben ezen
feltételek nem teljesiilése esetén is 1étezni fog a kifejezés hatarértéke, valamint
szamos szabdly érvényben marad akkor is, ha a vagy b (esetleg mindketts)
valos szam helyet a oo, —oo szimbélumok valamelyike.

2.6.2. ,Szamolas a végtelennel”

A cimben szerepl6 idézGjel nagyon is indokolt. A végtelen ugyanis nem
szam, szamolni sem lehet vele. Eléfordul azonban, hogy szamolhatunk vég-
telenhez tartd sorozatokkal. Igazak ugyanis az alabbi allitasok.

2.19. Tétel. Ha lim a, = oo,

n—o0 n—oo

lim d, = d, ahol VYn € N-re d,, > 0, akkor

n—o0

1.

2.

lim a, + b, = oo,
n—oo

lim a, + ¢, = oo,
n—o0

lim a,b, = oo,
n—o0

© L,hac>0

n—o0 —o0 ,hac<0’

lim a,c, = {

. Cn
lim — =0,
n—00 (U,

,ha0<d< 1

n—o0
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lim b, = o0 és lim ¢, = ¢ € R, valamint

n—oo

lim b — { 80 , ha d>1 (ez tartalmazza a d = 0o esetet is) '



A tételben szerepld allitasok egy részét szokas roviditve, szimbolikusan is
. 1. &
hasznalni, példaul co+c = 0o, co+o00 = 00, 0000 = 00, — = 0, 0™ = o0.

00
Hangstlyozom, ezek csak szimbolumok, a fenti allitdsok roviditett formai.

2.6.3. Hatarozatlan alakok

A hatérozatlan alakok a matematikai analizis legkiilonésebb, egyben leg-
hasznosabb objektumai. Megértésiik nélkiil nincs esélyilink akarcsak egy kicsit
is elmélyedni a hatarértékszamitas rejtelmeiben. De nemcsak a konvergens
sorozatok elméletében, hanem a differencial és integralszamités megalapoza-
saban is nélkiilézhetetlenek.

Lassuk tehat mirdl is van sz6. Az el6z6 paragrafus jeloléseit hasznélva
hatarozatlan alakok a oo —oo0, 2, 2, 0%, 0%, 00, 1° szimbolumokkal jel5lt
objektumok. Fontos hangsiilyozni, hogy az itt szerepld 0 és 1 sem szdmokat,
hanem 0-hoz, illetve 1-hez tart6 sorozatokat jelol, ugyantugy, mint ahogy a oo
szimboélum oco-hez tarto sorozatot.

Hogy miért is nevezziik példaul a oo — co-t hatarozatlan alaknak? Azért,
mert csupan abbdl a ténybdl, hogy a, — oo és b, — 0o, még semmit nem
tudunk mondani az a,, — b,, sorozat hatarértékére nézve.

A kovetkezd példakban a,, — oo és b, — oo, kiilonbségiik hatarértéke mégis
més és mas, sét, az utols6é példaban a hatarérték nem is létezik.

1. Ha a, = 2n, b, = n, akkor a,, — b, =n — o0,

2. ha a, =n+c, b, =n, akkor a,, — b, = ¢ — ¢, ahol ¢ € R tetszbleges,

3. ha a, = n, b, = 2n, akkor a,, — b, = —n — —o0,

4. ha a, =n+ (-1)", b, = n, akkor a, — b, = (—1)" divergens.

Tobb-kevesebb nehézséggel hasonld példakat lehetne gyartani minden ha-
tarozatlan alakhoz.

A gyakorlatokon targyalt hatarértékszamitas feladatok altalaban valami-
lyen hatarozatlan alaka kifejezés vizsgalatat igénylik. A megoldas tipikus
menete az, hogy atalakitjuk a kifejezést nem hatarozatlan alakiva és ekkor

a hataratmenet és miivelet sorrendjét felcserélve konnyedén kikalkuléljuk az
eredményt, esetleg a megoldas soran felhasznalunk mas egyéb tételt is.
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2.7. Néhany nevezetes sorozat konvergenciaja

Az alabbi tétel néhany allitdsat mar ismerjik, a tobbi része is ismert
eseteket altalanosit.

2.20. Tétel.

— 00 ,haqg>1
—1 ,hag=1

g < —0 ,ha —1<qg<1
divergens és korldtos , hag=—1

divergens és nem korldtos , ha g < —1.

Példak:
35"+ ()" _ 3 ()" +(=5)" | Bood0_
2 + 2 1+2-()n 1+2-0
L4228 — 100 S 4+ T — A 3(])" 48— 100(5)"
=2t = (=2)r42-4n 2o CA L9 —(5)n = (—g)m + 2
3-048-100-0
—5-0—-0+2
54 (=2)"4+1 )"+ (=" + ()" 04+0+0
g 2+l () 56) )" ,0+0+0 _
4. (=5)"+(=2) :( )"+ (=5) divergens, hiszen —2 < —1 miatt a

paros indext tagok a végtelenbe, a paratlan indextieck a minusz végte-
lenbe tartanak.

A megoldasok soran tobb korabbi tételt is felhasznaltunk. Az eredeti kifeje-
zések tobbnyire % tipustiak voltak, és addig alakitottuk &t Sket, amig meg
nem sziintek hatarozatlan alakuak lenni. Az atalakitas elve az volt, hogy
megkerestiik a nevez§ dominans tagjat — a legnagyobb alapi exponencialis
tagot — és azzal osztottuk be a nevez6t és a szamlalot egyarant. Ily modon
nem valtozott a tort értéke, viszont elGtiintek 0-hoz tartod tagok.

2.21. Tétel. lim ¢/n = lim ¥/c =1, ahol ¢ > 0 valds szam, és lim V/n! =

n—00 n—00 n—r00
.

Az elsé és utolso sorozat példa a oo® tipust hatarozatlan alakra.
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Ismert, hogy ha a > 0 és a > 1, akkor lim n® = lim a" = lim n! = oo,
n—oo n—>oo. .’I;L—.>OO
mégsem azonos ,sebességgel” tartanak a végtelenbe. A polinomialis, az expo-

nencialis és a faktoridlis novekedés iitemének mindségi kiilonbségét mutatjak
az alabbi hatarértékek.

n

Valojaban a masodik egyenl6tlenség az a > 0 feltétel teljesiilésével is fennéll.

n!
A tétel egyszerii kévetkezménye, hogy lim — = oo is teljesiil. A felada-

n—oo N
tok megoldasa soran gyakran hasznalt szimbolikus é = 0 azonossag miatt a
ne a" ne
tétel feltételeibél lim — = lim — = lim — = 0 is kdvetkezik.
n—oo q™ n—oo 1! n—oo 1)

A koénnyebb megjegyezhetdség kedvéért irjuk fel a fenti tényeket az alabbi

alakban is. Ha bevezetjiik az kovetkezs jelolést: x,, < v, jelentse azt, hogy

lim 2% — o0, az a € R és a > 1 feltételekkel

n—00 Ty,

n® < a" <« nl

A legutobbi példacsoport megoldasi elvét hasznalva:

6-22' 4041 B3+t (H" 34040 3

1. — - _°
4ntl — 13n2 4-13% 4-13-0 4
) 3(n+ 1)+ 257+ 1323 — 1 3(n+1)+25 + 13- — L
' —2n! 4+ 210" B —2 4 2
3-004+2-0+13-0-0
— = —00.
—2+0

1 n
2.23. Tétel. Az <1 + —) sorozat szigorian monoton névekvd és felilrdl
n

korldtos.

Ebbél kévetkezik, hogy létezik véges hatarértéke.

1 n
2.17. Definici6. Az (1 + —) sorozat hatarértékét e-vel jelolyik.
n

2.24. Tétel. Legyen c € R letszdleges konstans. Ekkor lim (1 + E) = e“.
n

n—o0
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Most egy 1°° tipusi hatarozatlan alakd sorozatra lathattunk példat.

Az e neve Euler-féle szam. Ertéke koriilbeliil 2, 7182, valojaban irracio-
nalis (nem szakaszos tizedes tort), s6t transzcendens szam, ami azt jelenti,
hogy nem 4all el6 racionalis egyiitthatos polinomegyenlet gyokeként. Az e a
matematikai analizis legfontosabb konstansa, hasonléan fontos szerepet jat-
szik, mint a geometridban a 7, ami mellesleg szintén transzcendens. Gyakran
hasznaljuk a Inz = log, = jeldlést. Az Inz fiiggvény neve természetes alapi
logaritmus fliggvény.

Az e (jele a Maximaban az %e) alapt exponencialis fiiggvény az exp.

62

(%1i1) float(exp(2)); float(%e"2);

(%o1) 7.38905609893065

(%02) 7.38905609893065

A Maximéaban logaritmusfiiggvénybdl csak a természetes alaptt van meg

eleve, ez a log fiiggvény.
Ine

(%i3) log(%e);
(%03) 1

Természetesen lehetGségiink van més alapi logaritmussal is szamolni, az
ismert ,attérés mas alapu logaritmusra” képletet hasznélva.

(%14) float(log(8)/log(2));
(%04) 3.0

Mivel mar tudunk fiiggvényt definidlni, egyszertien elkészithetjiik a kivant
alapu logaritmusfiiggvényt. Lassunk erre egy példat:

(%15) log2(x):=float(log(x)/log(2))$
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log, 8
(%16) log2(8);

(%06) 3.0

Az 1% tipust hatarértékeket altalaban visszavezetjiik az (1 + %)n SOTO-

zatra.

Példak:

—8n

_5 (2n+1)m
2n + 1)

—5 2n+1 % A -5 2n+1
1 — (e77) 7" = ¢® mivel (1
(( +2n+1) > (e7) e?’) mive ( +2n+1)

n
— €79, hiszen ez a (1 + —) sorozat egy részsorozata, valamint fel-
n

om — 4 —8n
1. Egyszeri szamitasokkal <2n ) = <1 +

hasznaltuk, hogy o +n1

1 n2 1 n n 1 n
2. <1+—> = ((1—|——> ) > 2" — oo (felhasznaltuk (1+—)
n n n

szigori monoton novekedését), ahonnan a 2.9. Tétel alapjan konnyti
2

1 n
latni, hogy <1 + —> — 00.
n

— —4,

1 1
3. Az (1 T 1> =11 azonossag és az el6zd példa eredménye miatt
n

2
1 n
(1 — ) — 0.
n+1
A Maxima felismeri az ismertebb nevezetes hatarértékeket, igy az Fuler-
féle szamot is.
1 n
lim (1 + —)
n— 00 n

(%17) 1imit((1+1/n) "n,n,inf);

(ho7) %e
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o (2n—4\ T
lim
n—oo \ 2n + 1

(%i8) 1limit(((2*n-4)/(2%n+1))"(-8%n),n,inf);

(%08) %e2°

2.25. Tétel. Legyen k,l € N, ay,...,a,b1,...,0, € R és apb; # 0. Ekkor

0 s ha k<
a
lim agn®* '+ ap_n* 2+ +am+a; b—k ,hak=1
= I
n—oo bt~ b n'=2 4 -+ byn + by 00 ,ha k> 1 ésapb >0

—00 , hak>1 ésapb <O.

Ez a tétel — amely 22 tipusi sorozatokkal foglakozik — annyit mond ki, hogy
egy polinom /polinom tipusi kifejezés hatarértéke 0, ha a szamlalo fokszama
kisebb a nevezgjénél, a f6egyiitthatok hanyadosa, ha a szamlilo és nevezd
azonos foki, valamint ha a szamlalo fokszama nagyobb a nevezd§jénél, akkor
végtelen vagy minusz végtelen aszerint, hogy a fGegyiitthatok elGjele meg-
egyezik, vagy nem.

Példak:

| 302207 =100
. 11m = —
nie —2n% — 2201 4 3n

3n23 4+ 22n7 — 100

2. i —
oo 2022 — 2271 1 3p)
o 3n®B+22n" — 100 3
3. lim = ——
n—oo —2n23 — 22nt4 4+ 3n 2

) 3n? +22n" — 100
4. lim =
n—oo —2n22 — 22124 + 3n

Legtobbszor a fentiekhez hasonlo, de nem pontosan polinom/polinom tort-
fiiggvény kifejezések hatarértékének kiszamolédsa sem reménytelen feladat.

3 11
3n + 202 + 11 T2+ L, 04240 A s
= = —1. A sz&-
—2v/nT — \/4nt + 3n =2 _ J44+ 3 0—-v4+0
ns8 n
molas elve itt is az volt, hogy a nevezében megkerestiik a legnagyobb rendd
tagot — ez most n? volt, hiszen egy negyedfoki tag volt a gyok alatt — és ezzel

Példaul
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osztottuk be a szamlalot és a nevez6t. Lathatjuk, hogy ilyen tipusu kifeje-
zések hatarértékének kalkulalasara is hasznalhatjuk az el6z§ tétel elvét — ez
esetben a hatarérték a fGegyiitthatok hanyadosa lett.

Végiil nézziink két példat kezdetben oo — oo hatarozatlan alaku kifejezés
hatarértékének szamolasara.

Az elsé példaban az (z—vy)(z+y) = 2* —y? azonossagot hasznaljuk, hogy
megszabaduljunk a hatarozatlan alaktol, mig a masodikban k6z0s nevezdére
hozunk, igy vezetjiik vissza kifejezésiinket egy 22 tipusi polinom/polinomra,
mely hatarértékének szamolasara tételt ismeriink.

Vn2+1l4+4n n?’+1-—n?
1. vn24+1l—n=(Vn2+1—n =
( )\/n2—|—1+n vn24+1+n

1 1
:—%—:O7
vni+1l+n 00
5 3n? 27”L2—H”L—1_—n2—|—7n—1_> 1
" 6n—1 An+1  24n2+2n—1 24

A 4.5. fejezetben példakat lathatunk az eddig még nem targyalt hataro-
zatlan alakokra is.

2.8. Feladatok

1. Vizsgalja meg monotonités és korlatossag szempontjabol az alabbi soro-
zatokat! Ha konvergens, szamolja ki a hatarértékiiket, valamint keressen
£ = 0,01-hoz kiiszobindexet!

on —1
(a) a, =
2n + 3
2" — 3
b) b, =
—n? -1
(c) en = 2n2 + 3
n
d) d, =
(d) pUR

() e, =vVn?>—1-—n
2. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékeit!

2n% — 3n% + 1
(@) — 57—
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(b) Vn+1—+/n—1
M2 —3nT+2n+vVnt+w
n?2+1

n 1\ 201
(@) (2n+2>

23n+3 + 63n+2 +n132n+3

§n—1 — ghn

om+ 3\
(f)
2n + 2

% +1 1 —n?
_l’_

2n — 1 2n —1

W B2

202 + 5v/nd
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3. fejezet

Sorok

3.1. Véges és végtelen 0sszegzés, példak

Legyen a,, tetsz6leges sorozat és | < k természetes szamok. Az

ap + Qg1+ agp— +ag

k
Osszegre a »_ a; jelolést fogjuk hasznalni.
i=l

n
3.1. Definici6. Legyen a,, tetszdleges sorozat. Az S, = > a; szdmot az a,
. i=1
sorozat n-edik részletdsszegének, S, sorozatot az a, sorozat dltal generdlt sor-
nak, a, szimot a sor n-edik tagjinak nevezzik.

Sorozatok véges Osszegzésére (vagyis az n-edik részletosszeg kiszamitasara
is) a Maxima a sum eljarast hasznalja. Példaul

10
P 4107 =) 4
=1

értéket igy kaphatjuk meg:
(%i1) sum(i~3,i,1,10);

(%hol) 3025
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Komputeralgebrai rendszeriink egészen jol tud (véges) formaélis sszegek-
kel banni. Tekintsiik az alabbi (latszolag) n-tél fiiges kifejezést (sorozatot).

>k
k=1

. 2
(£5)
k=1
(%12) sum(k"3,k,1,n)/(sum(k,k,1,n))"2;

> kS
(ho2) =

(Z1)

A simpsum eljarast hasznalva az Gsszegeket zart alakban kapjuk meg. Figyel-
jiink a szintaktikara; a kifejezés utan vesszé van!

(%13) %, simpsum;

) nt4+2n34n?
(tho3) wriiet

Aztan némi alakitas utan megkapjuk, hogy valojaban ez az azonosan 1 soro-
zat.

3.2. Definici6. Legyen a,, tetszdleges sorozat és S, az a, sorozat dltal gene-

ralt sor. A lim S,, hatdrértéket — ha létezik — a sor dsszegének nevezziik. Ha
n—o0

a hatdrérték nem létezik, a sort divergensnek nevezziik.

n o0
Jeloles: lim S, = lim Y a; = > a,. (Ha sziikséges, az Gsszegzést természe-
n—00 n—00 ;] nel

tesen nem csak 1-t6l, hanem nagyobb természetes szamtol is kezdhetjiik.)

3.2. Feladatok

Példak:
1. Mivel )
1=2-1
1+1=2-1
R ,




ezért i#:y}irgo(1+§+ﬁ+-o~+w%l): lim (2—525) =2—

n=1 T—>00
=2.
o0
. Vizsgaljuk meg a > L sor, nevezetesen a harmonikus sor dsszegét.
n
n=1

Konnyt 1atni, hogy -

+ — 900 _ 9

igy
=1 _ 1 1 1 1 1 1
D=l attg) Gt wg) + (ot ) o
9,9 . 9 _ . 9y _ 9 _ :

1+1—0+1—0+E+---—1+nh_>r£10(nﬁ)—1+E-w—oo,vagyls

1

IEER

n

n=1
Mivel k21+k = %— ﬁ, ezért az igy kapott ,teleszkop™-Osszeggel szdmolva
S 1,1 1,1 _1 1 1,1 1 1
Leg=l ety sts ot ot oata sl aa
D 1 _
1gy1;1n2+n—nll_{1;ol—n—ﬂ—1—0—l.
. Ha 0 < a € R, akkor Zﬁ<oo. Ha a =1, az Ggynevezett kvadra-

n=1

tikus sort kapjuk (,,bazeli probléma”). Konkrétan

D=

n=1

A Maxima elboldogul bizonyos nevezetes sorokkal, a kvadratikus sorral
is.
(%15) sum(1/n"2,n,1,inf);
(%oB) > =
n=1

63



(%i6) %, simpsum;

(%o6) =
Ha azonban kicsit mas formaban kapja ugyanazt a feladatot, abba be-
letorik a bicskaja.
>
—1)2
n=2 (7’L 1)

(%1i7) sum(1/(n-1)"2,n,2,inf);
[) — 1

(hoT7) 112::2 ?

(%18) %, simpsum;

o0
(ho8) > m
n=2

Lam, ezzel az alakkal nem tud mit kezdeni. Altalaban sajnos elmond-
hato, hogy a Maxima végtelen formalis Osszegzésekben elég gyengén
teljesit.

Gyakorlati szamitdsoknal azonban sokszor elegendd a kozelité megol-
dés. Példaul nézziik meg, mennyire kozeliti az elméleti 7T?2—0‘5 a 100.000-
ig tarto Osszegzés. (Ha nem tul erds gépiink van, elgszor probalkozzunk
kisebb szammal, mert a szamolas lehet hogy tul sokaig fog tartani!)

L2 100000 1
6 ; (n—1)2

(%19) float(abs(%piq~2/6-sum(1/(n-1)"2, n, 2, 100000)));

(%09) 1.0000049999847604 x 10~°

Vagyis a kapott eredmény négy tizedesre pontos, ami jonak mondhato.
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5. Tekintsik a > (-1)" = —-141—14+1—1+--- sort. Vegyiik észre,
n=1
hogy So,_ 1 = —1és Sy, = 0, igy .S,, divergens, ami a sor divergenciajat

jelenti.

[wxMaxima tipp}

A véges és végtelen sorok Osszegének szamolasara alkal-  ~
mas sum eljards wxMaxima hasznalata esetén az ,Ana- | [
lizis” menii ,Osszeg szamitas...” almeniijeként érhetd el.

3.3. Mértani sor

Ko6zépiskolas tanulmanyainkbol ismerhetjiik a mértani sorozatot. Az a,
sorozatot mértani sorozatnak neveztiik, ha szomszédos tagjainak hanyadosa
allando, vagyis ha 3¢ € R, melyre Vn € N esetén ““= = ¢. A ¢ szamot kvo-
ciensnek szokas nevezni. A definicié kizarja az a; = 0 és ¢ = 0 esetek mind-
egyikét, minden mas esetben létrejon mértani sorozat, ekkor a, = a;q" .
Egyszerii képlet ismert a mértani sorozat n-edik részletosszegére:

q" —1
h 1
na; ,hag=1
Mivel —1 < ¢ < 1 esetén ¢" — 0, kdnnyd latni, hogy igaz az aldbbi tétel.

3.1. Tétel. Legyen a, = a;q™ *. FEkkor

a
oo ! ,ha —1<qg<1
_ ) 1=
n =93 oo ,hag>1ésay >0
n=l - L,haq>1¢ésa <0

mig q < —1 esetén a mértant sor divergens.

Példak:
0o 2n—1 227L+1 4
1. Szamoljuk ki a > 3—7,5n+1 Osszeget! Mivel ¢ = —3725’::2 = —, a sor
n=1 sy
92:1-1 %
konvergens. Az a; = 3@ = 17p eV A keresett Osszeg T % =3

Ugyanez Maximaval a kovetkezéképpen fest.
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(%110) sum(3*2~(2*n-1)/(7*56"(n+1)),n,1,inf), simpsum;

6
%010) —
(%010) 3%
x 9.(=12 n—"7 9'(_1712)n76
. Vajon mennyi az Zl (3271) osszeg értéke? Mivel g = % =
n= 32n+1

12
—— < —1, a sor divergens, sordsszegrél nem beszélhetiink. Figyeljiik

meg, hogy az ilyen esetekben a; kiszamolasa folosleges; az els6 tag nem
befolyésolja a divergenciat.

A divergenciarél a Maxima a kovetkezGképpen tajékoztat.

(%111) sum((9%(-12) " (n-7)/(3"(2#n+1)),n,1,inf), simpsum;
sum: sum is divergent.

-- an error. To debug this try: debugmode(true);

o0 n—1
. Keressiik az ) Osszeg értékét. A sor konvergens, hiszen ¢ =
=3
3" 3 "
gn—fl = —. Mivel most a sor Osszegzése az a, &altalanos sorozat har-
5’)’L
madik tagjaval kezdddik, a; helyett as-ra lesz sziikségiink. Az as =
319 w9
—— = ——, igy a keresett Osszeg 12 = —.
5 125 S1T-27 50

3.4. Feltételek sorok konvergenciajara

A sorokkal kapcsolatos legfontosabb kérdések hogy konvergensek-e, és ha

igen, véges-e az Osszeg. Nagyon specidlis sorozatok esetén a konkrét Ossze-
get is kiszamolhatjuk. Sorok dsszegének szamolasa az egyszerii eseteken kiviil
(teleszkop Osszeg, mértani sor) altalaban igen nehéz feladat, meghaladja jegy-
zetiink kereteit.

Felmeriil a kérdés, mi a sziikséges és elégséges feltétele egy sor konver-

gencidjanak, és ha az Osszeg létezik, mikor lesz véges. Sajnos nincs egyszertd
valasz ezekre a kérdésekre. Az egyik irdny — a sziikséges feltétel — azonban
kénnyen elintézhetd, ugyanis egyszerti meggondolasok alapjan konnyt latni,
hogy igaz az alabbi tétel.
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3.2. Tétel. Ha az a, sorozat dltal generdlt sor konvergens és hatdrértéke
véges, akkor a, — 0.

Tehat ha a sor altalanos tagja nem tart 0-hoz, a sorosszeg — még ha létezik
is, — véges nem lehet.

Példak:

1. A (—1)" sorozat divergens és > (—1)" is az.

n=1
. n+1 . X n+1 x, :
2. Tudjuk, hogy —— — 1. Viszont »_ > > 1= limn = 0,
n n=1 N n=1 n—00
© n+1 . . . ) 1
ahonnan = oo kovetkezik. (Az igazolashoz sziikséges a 2.9.
n=1 n

Tétel, vagy a kés6bb kimondasra keriil6 3.9. Tétel.)

Sajnos a tétel megforditasa nem igaz. Példaul elég meggondolni, hogy mind
a harmonikus, mind a kvadratikus sor &ltalanos tagja 0-hoz tart, de a har-
monikus sor Osszege végtelen, mig a kvadratikus soré véges.

Specialis, agynevezett alternald (valtakozo elGjelii sorozatbol szarmazo)
sorokrol szol a kovetkezo tétel.

3.3. Tétel (Leibniz-tétel). Ha a, monoton csikkend sorozat és a, — 0,

akkor a > (=1)""ta, dsszeqg létezik és véges.
n=1

oo

A tétel feltételeinek teljesiilése esetén a > (—1)""a,, alaki sorokat Leibniz-
n=1

tipust soroknak nevezziik.

Az alabbi tétel a Leibniz-tipusi sorok becslésének fontos eszkoze.

3.4. Tétel. Legyen s, = > (—=1)*"tay, egy Leibniz-tipusii sor n-edik részlet-
k=1
dsszege, valamint s, — s € R. Ekkor |s — s,| < ap41.

Példa:

n (_1 k+1
Tekintsiik az s, = Y, —5—
i K

Sg9 koOzelités hibajara! Konnytd latni, hogy a részletosszeghez tartozo
sor Leibniz-tipust. Az el6z6 tételt hasznalva |s — sg9| < 0,0001.

részletosszeget. Adjunk becslést az s ~
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3.4.1. Miiveletek sorokra

Sorozatokhoz hasonléan a sorokat is Osszeadhatjuk, konstanssal szoroz-
hatjuk, az alabbi médon.

3.5. Tétel. Ha > a, =S4, Y by =8y 65 84, Sy, ¢ € R, akkor
n=1

n=1

[e.o]
1. Y c-a,=c-5q,
n=1

2. > an+ by = Sa+ S

n=1

Ha az s,, s, Osszegekre megengedjiik, hogy a 0o, —oo szimbolumok valame-
lyikével legyenek egyenlGek, a végtelennel, mint szimbolummal valé — soro-
zatokndl ismertetett — szamolési elvekkel jarhatunk el, kiilonos tekintettel a
hatarozatlan alakokra.

Nagyon oda kell figyelni a végtelen sorokkal valo szamolasok soran, mert
van néhany tulajdonsag, ami a véges Osszegzésekkel ellentétben nem lesz igaz
rajuk.

Ismert, hogy a > (—1)" = —-1+1—1+4+1—1+--- sor divergens. Vi-
n=1
szont =14+ (1—1)4+ (1 —1)+--- = —1, ami els6 ranézésre ellentmondasnak

tiinik, viszont valojaban csak arra példa, hogy végtelen sorokat nem min-
dig zardjelezhetiink at. Ez meglepd lehet, hiszen véges tag Osszegzése soran
barhogyan is zardjeleziink, az 6sszeg nem valtozik. Ez a probléma valdjaban
csak divergens sorokndl 1éphet fel, ugyanis igaz az alabbi tétel:

3.6. Tétel. Konvergens sort tetszdlegesen dtzdarojelezhetiink, konvergens ma-
rad €és az 0sszeq nem valtozik.

A masik szituaci6 talan még ennél is kiillonosebb. Az aldbbi, igynevezett
Leibniz-sor Leibniz tipust, igy a sor Osszeg (s-sel jeloltiik) létezik és véges.

Z# =1—5+35— i+ =5 Mivel ; > —5 teljesiil Vn € N-re,
n=1

ezért s =1—3+(G—3)+(E—3) - >1—14+0+0+--- = 3. Masrésat
s=14+(—5+3)+(—1+2)+-<1+0+0+ - =1, tchat a sor dsszeg

% < s < 1. Most adjuk 6ssze s-et és J-t. Az alahazassal jelolt tagok kiesnek,
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a foléhuzassal jelolt tagokbol kett6 van.

ﬁ — 1_1+1_I+1_1+1_I+1_i+..
2 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 1 1 1
+2—Z+§—§+E'
1 1 1 1 1 1 1 1
= 1+§—2'Z—l+5+?— '§+§+ﬁ—2‘ﬁ+'”
—_ <1+1_1>+(1+1_1>+(1+i_1)+...
3 2 5 7 4 9 11 6
= S

Az 4talakitasokat elvégezve végiil lathatd, hogy az eredeti sor atrendezését
kapjuk, igy az Osszeg értéke s. Mi van?! Hiszen innen 32—5 = s, ahonnan s =0
kovetkezik, de ez ellentmond a kordbban igazolt % < s < 1-nek! Vajon hol a
hiba?

Csak az utolsd lépésben tévedtiink. Az gondoltuk, hogy ha egy konver-
gens sor tagjait atrendezziik, az Osszege valtozatlan marad. Ez nem mindig
igaz, ime a bizonyitas ra. Konkrétan, ebben az esetben a pirossal jelolt egyen-
16ség nem &ll fenn. Megleps, de a végtelen Osszegzésre nem igaz a véges tag
Osszeadasara teljesiilé kommutativitas torvénye.

Egyébként belathato, hogy a fentiekben s-sel jelolt Leibniz-sor 6sszege

pontosan In 2.

3.4.2. Abszolut és feltételesen konvergens sorok

Ezeket a példékat atnézve kiilonosen fontosnak talalhatjuk azokat a so-
rokat, melyekkel ilyen varatlan kellemetlenségek nem fordulhatnak el6.

[e.e] [ee]
3.3. Definici6. A ) a, sort abszolit konvergensnek nevezzik, ha a ), |a,|

n=1 n=1
sorosszeq létezik és véges.

Nem minden konvergens és véges 0sszegl sor abszolit konvergens, ahogy
azt az el6z6ekben a Leibniz-sor esetén lathattuk is.

3.4. Definicié. Ha eqy sor nem abszolit konvergens, de a sordsszeq létezik
€s véges, a sort feltételesen konvergensnek nevezzik.

Tehat a Leibniz-sor feltételesen konvergens.
3.7. Tétel. Ha eqgy sor abszolit konvergens, akkor konvergens is, €s dsszege

véges.
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3.8. Tétel. Ha az abszolit konvergens sor tagjainak sorrendjét megudltoztat-
Juk, a sor konvergens marad és dsszege nem vdaltozik.

S6t az is igaz, hogy feltételesen konvergens sorok esetén mindig lehet hasonlo
anomaéliara talalni.

Példak:

1. A Leibniz sor feltételesen konvergens, hiszen az Osszege In2, de ha &l-
talanos tagjanak abszolut érték vessziik, az ugy keletkez6 harmonikus
sor csak tagabb értelemben konvergens.

[e.e]
2. Ha —1 < ¢g<1,a Y a;¢"! mértani sor abszolit konvergens.

n=1

3.5. Pozitiv tagt sorok konvergenciakritériumai

Pozitiv tagu sorok divergensek nem lehetnek, a véges vagy végtelen sor-
0sszeg mindenképpen 1étezik. Ha a sordsszeg véges, nyilvanvald, hogy pozitiv
tagl sorok esetén ez automatikusan abszolit konvergencit is eredményez.

Ebben az alfejezetben néhany jol hasznalhato elégséges feltételt talalunk
arra, hogy mikor lesz véges, mikor pedig végtelen a sortsszeg.

3.9. Tétel. (Osszehasonlz’to’— vagy majordns kritérium) Ha a,, > b, majdnem
minden n-re, akkor

1. ha > a, < oo, akkor Y b, < oo,

n=1 n=1

2. ha > b, = oo, akkor > a, = cc.
n=1 =

n=1

Ha feltessziik, hogy 0 < b, is teljesiil majdnem minden n-re, az is igaz lesz,
o0

hogy a tétel elsé felében Y b, valamilyen valos szam (vagyis nem lehet —o0).
n=1

Ez a rész egyébként annyira ,természetes” (valojaban a Sorozatok fejezetben

levs 2.9. Tétel egyszert kovetkezmeénye), hogy a korabbi példak bemutatasa

sordn mar toébbszor hasznaltuk is.

Példak:

o o0 oo
: 24sinn 1 _ z 2+4sinn __
1. Mivel 5172 515—00,1gy ng—oo.
n= n—= n=
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2. Korébban belattuk, hogy Y —'— = 1. Mivel
n=1

= 1 - 1 — 1
> _— =
rendezéssel 2173—2 < 2 adodik. Méasrészt 1 = Zlﬁ < 21#, igy

tehat
=1
1<) —<2
n=1
Ez 6sszhangban van azzal, hogy a kvadratikus sor Osszege %2.

3.10. Tétel (D’Alembert-féle hanyadoskritérium). Ha a,, > 0 majdnem min-
den n-re és a, # 0 Vn € N esetén,

<1, akkor > a, < oo,

n=1

. . Ap41
1. valamint 3 lim
n—0o (O

2. és ha 3 lim n+1>1 akkorZan—oo.

n—00  (y,

Példak:
2n+1
o0
1. Véges-e a y_ 2¢ Ssszeg? Mivel “21 = (n;l)! = n_+1 — 0 < 1, ezért a
n=1 " nl
valasz: igen. "
~ (n1)nt!
2. Mi a helyzet a 21% Osszeggel? Mivel 2t = ("E)! — (":i)n
n= n!
(1 + %)n — e > 1, igy az Osszeg végtelen.
o0
Mellesleg ha megvizsgaljuk a > n% Osszeget, azt kapjuk, hogy ez eset-
=1
(n+1)! 1”
n+1
ben 2 = (n+711_)!+ = 1) — 1 < 1, igy ez az Gsszeg véges,
nm n
amibdl :—,'L — 0 és mivel a tagok pozitivok, Z—T — 00 kdvetkezik.
n+1
5n+1

[e.9]
. 10 n e . an4+1 __ _ n+1 1
3. Vizsgaljuk meg a §1 = Osszeget! Mivel = =%= =<1,
n= 5n

ezért a sor 0sszege véges.
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Ha egy sor Osszege a D’Alembert-féle hanyadoskritériumot hasznélva

végesnek bizonyul, konkrét fels6 becslést is adhatunk annak szamszert

értékére. Jarjunk el igy ezen példa esetén. Mivel Vn € N-re —GZ“ =

[

”_H:%+%§§_q,teljesulmfogz <Za1q ﬁ_l Bz

5
OOl oo
=25 < L

Ul\)—‘

esetben az alabbi also becslés is adja magat: - 1=

o
igy belattuk, hogy ;1 < > & < 3.

n=1
3.11. Tétel (Cauchy-féle gyokkritérium). Ha a,, > 0 teljesil Vn-re,

1. valamint 3 lim Va, < 1, akkor > a, < oo,
n—oo

n=1
2. és ha 3 lim /a, > 1, akkor ) a, = oc.
n—00 nel

Valojaban ez esetben sem sziikséges okvetleniil minden a,-nek pozitivnak
lenni, véges sok paratlan n-re itt is kivételt tehetiink (, de csak péaratlanokra,
hiszen csak ez esetben végezhetd el negativ szamokra az n-edik gyokvonas a
valos szamok korében).

Példék:
1. Az el6bb vizsgalt Z . Osszeg végességét a gyokkritérium is hamar

megadja: «/n_”" %ﬁéé<1.

(o]
2. Lassuk be > # végességét! Egyszeri szamitéssal kapjuk, hogy /a, =

n=1

. — 7% — L =0 < 1, amibél kévetkezik a kivant allitast.
n! oo

Sem a hanyados-, sem a gyokkritérium nem tud mit kezdeni a Z =, a>0
n=1

tipusi sorokkal, hiszen ekkor “=+t = (nLH) — 1 (, bar (nLH) <1Vn eN)
és {/a, = (/= — 1 (, bar \/n:( < 1Vn € N), erre az esetre ugyanis a krité-
riumok semmit nem mondanak. Sem a hanyados-, sem a gyokkritérium nem
hasznalhatd tehat sem a harmonikus sor végtelenségének, sem a kvadratikus
sor végességének bizonyitasara.
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3.6. Feladatok

1. Mennyivel egyenlGek az alabbi sorosszegek?

24n72

(b) Z 22 32n+7

n=3

2. Mennyivel egyenlGek az alabbi mértani sordsszegek?
1
3t

4 3
5 +...

3. Végesek-e az alabbi sordsszegek?

> 17n
(a) 31n

n=0

3'I’L
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4. fejezet

Fuggvények

4.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben a fliggvények alapvets tulajdonsagairol, valamint ha-
tarértékiikrdl és a folytonossagrol lesz szo. Mivel a sorozatok is (és igy a sorok
is) specialis fiiggvények, tulajdonsagaik egyes esetekben hasonloak a fiiggvé-
nyek tulajdonsagaihoz, azonban itt az altalanos valés—valés fiiggvényekkel
foglalkozunk.

Fiiggvényekkel mar koran, az altalanos iskolaban talalkozunk olyan meg-
kozelitésben, hogy a fliggvény egy hozzarendelési szabaly, egy ,szamgép”, ami-
be ha bedobunk egy szamot, kiad egy (altaladban) masikat. A | gép” fontos
tulajdonsaga, hogy ha ugyanazt a szamot dobjuk be, mindig ugyanazt a sza-
mot adja ki, vagyis a hozzarendelés egyértelmd.

A valos fiiggvény tényleges definicidja is ezt az elvet koveti.

4.1. Definicib. Tekintsik az R x R halmazt (vagyis azon rendezett szam-
pdrok halmazdt, melyek mindkét eleme valds). Az R x R tetszdleges nemiires
részhalmazdt (valds) relicionak nevezzik.

4.2. Definici6. Legyen o C R x R reldcid. Ekkor az A= |J a halmazt o
(a,b)ep
értelmezési tartomdnydnak, a B = |J b halmazt pedig o értékkészletének
(a,b)EQ
nevezzik.

Ekkor valojdban o C A x B is teljesiil.
4.3. Definicio. Legyen o C A x B reldcid. HaV(a,b) € o és (a,c) € o esetén

b = c teljestil, a reldcict fiigguénynek nevezzik és a o : A — B, valamint
(x,y) € o esetén a o(x) =y jeldléseket haszndljuk.
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A tovabbiakban ha fliggvényrél beszéliink, mindig valos fliggvényre fo-
gunk gondolni.

A sorozatokhoz hasonloan az f(x) jelolést egyszerre alkalmazzuk magara
fiiggvényre és a fliggvény x helyen vett értékére.

A kés6bbiekben sziikségiink lesz az Osszetett fiiggvény fogalméra.

4.4. Definicié. Tekintsik az f : A — B és a g: B — C fligguényeket. Ekkor
az

flg(z)) ={(z,2) | (z,y) € A, (y,2) € B}

fligguényt dsszetett fiigguénynek nevezziik.

A fiiggvények Maximén beliili kezelését az 1.6.1. alfejezetben mar megis-
merhettiik. Megadasuk, ha sziikséges, — a sorozatok Osszetett megadasihoz
hasonléan — térténhet block-on beliil is.

4.2. Filiggvények monotonitasa

4.5. Definicié. Az f : A — B fiiggvény monoton névekvdnek nevezzik, ha
flzq) < flxg) teljesil Y, < xy A-beli elemre.

4.6. Definicié. Az f : A — B fiigguény szigorian monoton névekvinek
nevezziik, ha f(x1) < f(xg) teljesil Vr, < xo A-beli elemre.

4.7. Definicié. Az f : A — B fiiggvény monoton csokkendnek nevezzik, ha
f(z) > f(xg) teljesil Y, < xo A-beli elemre.

4.8. Definicié. Az f : A — B fiigguény szigorian monoton csokkendnek
nevezziik, ha f(x1) > f(xg) teljesil Vr, < xo A-beli elemre.

Ezeket a tulajdonsagokat lokalisan (A valamely részhalmazan) is szokas hasz-
nalni. Példaul az f(r) = 2? fiiggvény minden valos szamra értelmezett, a
negativ szamok halmazan szigorian monoton csokkend, a pozitiv szamok
halmazén szigoriian monoton névekvs, bar (az eredeti definiciok értelmében)
nem monoton semmilyen értelemben sem. (Lasd a 4.1. 4brat.)

A sorozatokhoz hasonlboan a fiiggvényekre is igaz, hogy ha szigortian mo-
noton novekvGek, akkor monoton novekvéek is, és ha szigoriian monoton
csokkendek, akkor monoton csokkengek is.

Altalaban nem egyszerd egy fiiggvényrsl elénteni, hogy monoton-e, és ha
igen, akkor milyen értelemben, valamint hol, értelmezési tartomanyanak me-
lyik részhalmazan. Ezzel az 5. fejezetben fogunk foglalkozni, ha megismertiik
a hozzéaval6 technikai apparatust.
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flza) g------------

fla)p-mmmmmnn

4.1. abra. Az z? a pozitiv szamok halmazin

4.3. Fiiggvények korlatossaga

4.9. Definicié. Az f : A — B figguényt felilrél korldtosnak nevezziik, ha
JK € R, melyre f(x) < K teljesil Vo € A esetén. Ekkor K-t felsd korldatnak
nevezzik.

Vagyis ha taladlunk fels6 korlatot a fliggvénynek, az feliilrél korlatos lesz.

4.10. Definicié. Az f : A — B fiiggvényt alulrdl korldtosnak nevezziik, ha
Jk € R, melyre k < f(x) teljesil Vx € A esetén. Ekkor k-t alsé korldtnak
nevezzik.

Vagyis ha taldlunk also korlatot a fiiggvénynek, az alulrdl korlatos lesz.

4.11. Definicié. Az f(x) figgvényt korldtosnak nevezzik, ha alulrdl és fe-
lilrél 1s korldtos.

A sorozatoknal tapasztaltak itt is igazak, a fels§ és alsd korlat fogalma
nem hataroz meg egyértelmiien egy szamot. Ugyanis ha egy fiiggvény feliil-
r6l korlatos és K fels6 korlatja, akkor minden K-nal nagyobb szam is felsd
korlatja lesz, ha alulrol korlatos és k also korlatja, akkor minden k-nél kisebb
szam is also korlatja lesz a fiiggvénynek.

4.12. Definicié. Ha K az f(z) figgvény felsé korldtja, de VK' < K nem
felsé korlatja a figgvénynek (vagyis nincs ndla kisebb felsd korlat), akkor K-t
pontos felsd korldtnak (szuprémumnak) nevezzik.
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4.13. Definici6. Ha k az f(x) figguény alsé korldtja, de Vk' > k nem also
korldtja a fugguénynek (vagyis nincs ndla nagyobb alsé korldt), akkor k-t
pontos alsd korldtnak (infimumnak) nevezziik.

4.14. Definici6é. Az f : A — B fliggvény mazimum helyén azt az vy € A
szamot értjik, melyre f(xo) > f(x) teljesil Vo € A esetén. Ekkor f(xq)-t
maximum értéknek nevezzik.

4.15. Definicié. Az f : A — B fiigguény minimum helyén azt az xo € A
szamot értjik, melyre f(xo) < f(x) teljesil Vx € A esetén. FEkkor f(xo)-t
minimum értéknek nevezzik.

Minimum és maximum nem mindig létezik, még korlatos fliggvények ese-
tén sem. Peldaul az = : (0, 1] — (0, 1] fiiggvénynek bar létezik maximuma, az
1, minimuma nem létezik, bar infimuma a 0. Persze ha létezik minimum, az
az infimum, ha létezik maximum, az a szuprémum lesz.

A monotonitédshoz hasonloéan a korlatossag, s6t a minimum és maximum
fogalma is értelmezhets lokdlisan, az értelmezési tartomany valamely nem
iires részhalmazan.

4.16. Definicio. Akkor mondjuk, hogy ©o € A az f : A — B fiiggvény
lokdlis minimum helye, ha e > 0 gy, hogy VY € (xg — €, 29 +€) N A esetén

f(wo) < f(x).

4.17. Definicié. Akkor mondjuk, hogy v € A az f : A — B fiiggvény
lokdlis mazimum helye, ha 3¢ > 0 gy, hogy Vx € (xg — e, 10+ ) N A esetén

fxo) = f(x).

A minimum és maximum megkeresésére az 5. fejezetben taldlunk majd
sok esetben j6l hasznalhaté modszert.

A minimumot és maximumot — a lokalis minimumtol és lokélis maximum-
tol valo kiilénbségiiket hangsilyozandé — gyakran nevezik globalis minimum-
nak és globalis maximumnak.

A maximumot és minimumot egyiitt szélsGértékeknek nevezziik.

A globalis szélsGértékhely természetesen lokalis szélsGértékhely is egyben.

Példak:

1. Az 2% + 1 fiiggvénynek a 0 pontban minimuma van, a minimum érték
az 1.

2. A —2?—1 fiiggvénynek a 0 pontban maximuma van, a maximum érték a
—1. Altalaban is igaz, hogy ha az f : A — B fiiggvénynek z, € A pont-
ban szélsGértékhelye van, akkor — f(x)-nek is az lesz ugyanott, méghoz-
z& ha minimuma volt, ellentettjének (minusz egyszeresének) maximuma
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lesz, ha maximuma volt, ellentettjének minimuma lesz, ha lokalis volt,
lokalis, ha globélis volt, globalis marad a szélsGértékhely. A szélsGérték
természetesen az eredeti minusz egyszerese lesz, — f(xg).

. Az z : R — R fiiggvénynek semmilyen érelemben vett szélsGértéke
sincs.

. A sinz fiiggvénynek végtelen sok minimum- és maximumbhelye van,
hiszen sin@ = 1 és sin@ = —1 Vk € Z esetén, valamint
—1 <sinz <1Vzx € R-re.

. Az %3 — x fliggvénynek az x; pontban lokalis maximuma, az x, pont-
ban lokélis minimuma van, melyek egyike sem globalis szélsGérték (lasd
a 4.2. abrat). Konkrét meghatarozasukra az 5. fejezetben keriilhet sor.

4.2. dbra. Az ‘%3 — x lokalis szélsGértékei

4.4. Konvex és konkav fliggvények

4.18. Definicié. Konveznek neveziink egqy (akdrhdny dimenzids) ponthal-
mazt, ha bdrmely két pontjdt osszekdtd szakasz minden pontja a halmazhoz
tartozik. Ha nem konvex, akkor az alakzatot konkdvnak nevezziik.

Fiiggvények esetén is értelmezhetjiik ezeket a fogalmakat.

4.19. Definici6. A (valds) figguényt konvernek nevezzik, ha a figgvény-
gorbe folotti siktartomdny — mint ,végtelen”, kétdimenzios alakzat — konvex.
Konkdv figguénynek azt a fiigguényt nevezziik, ami értelmezési tartomdnyd-
nak egyetlen részhalmazdn sem konvex, vagy — ami ugyanaz — ha a fligguény-
gorbe alatti siktartomdny konvex.
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A definiciot ez esetben is megfogalmazhatjuk lokalisan, példaul konvexnek,
konkdvnak nevezve valamely fiiggvényt egy intervallumon, félegyenesen, ér-
telmezési tartomanyanak tetszéleges részhalmazan.

Mas megkdozelitése is lehetséges a konvex fiiggvény definici6janak. Akkor
is konvexnek nevezhetjiik a fiiggvényt, ha minden hiurja a fiiggvény folott
halad, mig konkav, ha minden hirja alatta. Ha léteznek a fiiggvény érintdéi,
a konvex fiiggvények lesznek azok, melyek minden érintGje a fiiggvény alatt
halad, a konkavok melyek minden érint&je a fliggvény folott.

Lokalisan konvex vagy lokalisan konkév részeken a hiirokat és érintéket
is csak ezeken a részhalmazokon kell tekinteni, a lokalis halmazon kiviil az
érinté akar metszheti is a gorbét, akarcsak a hur.

Példék:
1. Az 2? fiiggvény (a normél parabola) konvex,

2. a —x? fiiggvény konkéav. Altalaban is igaz, hogy ha f(z) konvex, akkor
— f(x) konkav, és forditva.

3. A sinz fiiggvény se nem konvex, se nem konkav, hiszen vannak konvex
és konkav részei is. Pontosabban a (2kw, (2k 4+ 1)7), k € Z intervallu-
mok mindegyikén konkév, mig a ((2k — 1)7, 2kn), k € Z intervallumok
mindegyikén konvex. (Lasd a 4.3. abréat.)

konkav

konvex sin x

4.3. abra. Az sinz fiiggvény konvex és konkav részei

4.5. Filiggvényhatarérték

4.5.1. A végesben vett fiiggvényhatarérték fogalma

A fliggvényhatarérték koncepcioja nélkiilozhetetlen a folytonossag és dif-
ferencidlszamitas bevezetéséhez, de onmagéban, a fliggvények vizsgélatdnak
részeként is érdekes.
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4.20. Definici6. Tekintsiik az f : A — B fiigguényt. Legyen x, € A ¥n €

N esetén, ro € R, valamint vy # x, VYn € N-re, tovdbbd lim z, = xg.
n—oo

Ha dc € R, hogy tetszdleges, az itt felsorolt tulajdonsdgu x, sorozat esetén

lim f(x,) = ¢, azt mondjuk, hogy a ¢ az f(x) figgvény hatdrértéke az xq
n—oo

pontban. Jeljlés: lim f(x) = c.
T—x0

Az olyan specialis xo pontokban, melyekre nem létezik egyetlen x, €
AVn € N, =z, # xy sorozat sem, hogy =, — xg, nem értelmezziik f(x)
hatarértékét.

Fontos hangsilyozni, hogy a pont, ahol a fiiggvény hatarértékét keressiik,
nem biztos, hogy eleme az értelmezési tartomanynak.

A fiiggvényhatarérték fogalmat — a sorozat hatarérték definiciéjahoz ha-
sonloan — kérnyezetekkel is értelmezhettiik volna.

4.1. Tétel. Az f : A — B fiigguénynek pontosan akkor létezik a ¢ € R
hatdrértéke az xo € R pontban, ha Ye > 0-hoz 30 > 0, gy hogy Vx € A
esetén, melyre 0 < |x — x| < 9, teljesil | f(x) —¢| < e.

Sok szerz6 ezt a tételt hasznalja a fliggvény hatarérték definiciojahoz,
ekkor az altalunk hasznalt definicid egy sziikséges és elégséges feltételt ado
tétel, mely az ugynevezett Heine-féle atviteli elvet valositja meg.

A sorozat hatarértékéhez hasonloan itt is beszélhetiink tagabb értelemben
vett hatarértékrél, tehat c lehet a 0o, —oo szimbolumok valamelyike is.

4.2. Tétel. Az f : A — B fiigguénynek pontosan akkor létezik a co hatdrér-
téke az xg € R pontban, ha VK-hoz 30 > 0, gy hogy Vx € A esetén, melyre
0 < |z —mo| <9, teljesil f(x) > K.

4.3. Tétel. Az f : A — B fiiggvénynek pontosan akkor létezik a —oo hatdr-
értéke az xo € R pontban, ha Vk-hoz 36 > 0, 1ugy hogy Vx € A esetén, melyre
0 < |z — x| <, teljesil f(x) < k.

Példak:

1. Legyen f(x) =0 Vx € R-re. Mivel ¥ z,, — ¢ esetén lim f(z,) = 0, a
n—oo

lim f(x) = 0 teljesiil V ¢ € R-re. Vagyis a fiiggvény hatarértéke minden
T—rC

val6s helyen létezik és 0.

2. Legyen f(x) = LA fiiggvényt tgy is megadhattuk volna, hogy f értéke
T

legyen mindeniitt 1, kivéve a 0 helyet, ahol nincs értelmezve. (Lasd
a 4.4. abrat.) A hatarértéke viszont létezik a O-ban, hiszen tetszéleges
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0-hoz tarto6 olyan x,, sorozat esetén, melynek egyik tagja sem 0, az f(x,,)
azonosan 1, igy — mivel a konstans 1 sorozat konvergens és hatarértéke
az 1 szam — fennall, hogy lir% f(x)=1.

T—r

[

818

4.4. abra. Az % fiiggvény

Konnytd latni, hogy mas pontokban — tehat az értelmezési tartoma-
nyanak pontjaiban — is létezik a hatarértéke, és az szintén 1 minden
esetben.

. Legyen f a Dirichlet-féle fiiggvény, vagyis

|0 ,hazeQ
fla) = { 1 egyébként

Legyen r € Q tetszbleges. Az x,, = 'H—% sorozat minden tagja raciondlis
és a sorozat tart r-hez, tehat f(z,) = 0 azonosan, igy lim f(z,) = 0.
n—o0

Azy,=r+ ‘/75 sorozat minden tagja irracionalis és a sorozat tart r-hez,

tehat f(x,) = 1 azonosan, igy lim f(x,) = 1. Vagyis nem létezik az f
n—oo

hatarértéke egyetlen racionalis pontban sem.

Legyen most ¢ ¢ Q tetszéleges. Az z, = q + % sorozat minden tag-

ja irracionalis és a sorozat tart ¢-hoz, tehat f(z,) = 1 azonosan, igy
- 107

lim f(z,) = 1. Legyen v, = [ql—O]’ ahol [z] az = szam egész részét

n—oo n

jelenti. (Ha példaul ¢ = v/2, a sorozat tagjai 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142

és igy tovabb, tehat a sorozat tagjai a szam egy tizedessel mindig pon-

tosabb racionalis kozelitései) Ekkor a sorozat minden tagja racionalis

és a sorozat tart ¢-hoz, tehat f(v,) = 0 azonosan, igy lim f(v,) = 0.
n—oo

Igy nem létezik az f hatarértéke egyetlen irracionalis pontban sem.

Osszegezve: az ily moédon megadott f : R — {0,1} fiiggvény hatarér-

téke sehol nem létezik.

Z‘B—I

x2—-32+2

. Keressiik a lirr% hatarértéket. Latjuk, hogy az 1 helyen a fiigg-
T—

vény g, vagyis hatarozatlan alaka. Polinom/polinom tipusu kifejezések
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esetén ez azt jelenti, hogy a problémat (a hatarozatlan alakot) okozo
taggal egyszertisiteni lehet. (Ugyan ez volt a helyzet az £ fiiggvénnyel )

Ezért nem meglepd, hogy a fliggvényt atalakithatjuk, hlszen m =
:”((f_;))((;jll)) = x(fj; és bar a fliggvény értelmezési tartomanyaba beke-

riilt az 1 pont, a hatarérték definiciojat figyelembe véve ez magat a

3_
hatarértéket, mint szdmot nem érinti. Tehat hm f 3 512 = 2ts

Konnyt latni, hogy ez esetben a szamlalo 2- hoz a nevez6 —1-hez fog
tartani, igy a keresett hatarérték a —2 (lasd a 4.5. abrat).

-2 -1 1

2L‘3 —X

2 —32+2

4.5. adbra. Az fiiggvény az 1 pont kozelében

23+2

5. Mivel z, — 0 esetén, amennyiben x,, # 0 Vn € N-re, I% — 00, igy

lim & = oo.
z—0 %
6. Haa, = L ésbh, = —= =, akkor lim a, = lim b, = 0, masrészt lim 1 —
n n—o00 n—o00 n—oo "
00, viszont lim bi = —o00. Ez azt jelenti, hogy az lim 1 hatarérték nem
n—oo °n z—0 7

létezik, hiszen nem igaz az, hogy tetszGleges nem 0 tagu, 0-hoz tartd
sorozat esetén a fiiggvénybe irt sorozat konvergens és ugyanoda tart.

Erdekes nevezetes fiiggvényhatarérték a kovetkezd.

4.4. Tétel. lim sinz

x—0

=1

Mivel a tételnek szép, szemléletes bizonyitasa van, az aldbbiakban vézol-
juk azt. Mivel % = Si%, elegendd porzitiv z-ekre vizsgalni a fliggvényt,
s6t mivel x — 0-t vizsgéljuk, azt is feltehetjiik, hogy = hegyesszog. A 4.6.
abra alapjan nyilvanval6, hogy sinz < z, mig = < tgx abbdl kovetkezik,
hogy az egység sugari, x szoghtz tartozoé korcikk teriilete kisebb, mint az
1 és tgx befogodju derékszogi haromszogé, hiszen a haromszog tartalmaz—
za a korcikket. Az egyenlGtlenségeket sinz-szel végigosztva 1 < = L

sinx Cos T
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adodik, ahonnan x — 0 esetén a 2.10. (Renddr) tétel és a cos x fiiggvény foly-
tonossaga miatt (errl részletesebben a 4.6. fejezetben olvashat) kovetkezik a
tétel allitasa (ami egyébként méar a fiiggvény képébdl is sejthets, lasd a 4.7.
abrat).

1

4.6. Abra. Hegyesszogre sinx < x < tgx

SN

—3r 27 =7 sin
T

4.7. dbra. A % fiiggvény

Erre a nevezetes hatarértékre szamos feladatot vezethetiink vissza. (Lasd
a 4.5.2. alfejezet példait.)

4.5.2. Fiuggvényhatarérték és miiveletek

A 2.6.1. és a 2.6.2. alfejezetben talalhato tételek analdgidi, tovabbé a
hatarozott alakokrol tanultak itt is érvényesek lesznek.

4.5. Tétel. Legyenek f,g : A — B figgvények, melyekre lim f(x) = ¢ és

Tr—xT0
lim g(x) = d, valamint c,d, \ € R. Ekkor
T—T0
1. lim f(z)+g(x) =c+d,
T—T0

2. lim Af(x) = Ac,

T—T0

3. lim f(z)g(x) = cd,
T—T0

4. had#0 és3e melyre D = (xg —e,x0+¢)\{xo} C A esetén Va € D-re
g(x) #0, akkor lim % =<,

T—T0 9

~
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Példak:

’ sinx
im
1. lim == L _ — = =1 A nevezdben szerepls hatarérték kisza-
=0 T hr% cos T 1
T—

molasara a 4.6. alfejezetben visszatériink. Egyel6re vegyiik észre, hogy
cos0 = 1 és a koszinusz fiiggvény értéke 1-hez kozelit, amint az értel-
mezési tartomanyaban 0-hoz tartunk.

sin(3(z + 7)) . siny
_ im ———— -3 lim
. osin(B3(x+m)  amv-—r  3(z+m7) b0y 3
2. lim = , = - - — = —, ahol
z——n sin(2zx + 27) lim sin(2(z + ) 5 im 02 2 2
T——T7 2([5 + 71') z—0 2

y = 3(z+m) és z = 2(z+m). (Valojaban az y, = 3(x,+7) és z, = 2(x,+
7) sorozatokat vettilk a tetszéleges, —m-t6l kiilonb6z6 taga x,, — —m
sorozat helyett.)

Az Osszetett fliggvény hatarértékére vonatkozik a kdvetkezs fontos tétel.

4.6. Tétel. Legyenek f: A — B és g: B — C fiiggvények, melyekre x # xq
esetén f(x) # ¢, ahol lim f(x) = ¢ éslimg(x) = d. Fkkor lim g(f(z)) = d.
T—x0 y—c T—IT0

4.5.3. Jobb és bal oldali fiiggvényhatarérték

4.21. Definicié. Tekintsiik az f : A — B fiiggvényt. Legyen x, € A ¥Vn € N

esetén, vy € R, valamint xo > x, VYn € N-re, tovdbbd lim x, = xy. Ha dc,
n—oo

hogy tetszdleges, az itt felsorolt tulajdonsdgi x,, sorozat esetén lim f(x,) = c,
n—o0

azt mondjuk, hogy a ¢ az f(x) figgvény bal oldali hatdrértéke az xy pontban.
Jelolés: lim f(z) = c.

$—>CEO

4.22. Definici6. Tekintsiik az f : A — B fiiggvényt. Legyen x,, € A Vn € N

esetén, ro € R, valamint xo < x, VYn € N-re, tovdbbd lim xz, = xy. Ha dc,
n—o0

hogy tetszdleges, az itt felsorolt tulajdonsdgi x,, sorozat esetén lim f(x,) = ¢,
n—oo

azt mondjuk, hogy a c az f(x) fiiggvény jobb oldali hatdrértéke az xo pontban.

Jelolés: lim f(z) = c.
I—}Q?g—

A korabbiakhoz hasonléan c itt is jelolhet valos szamot, illetve a oo, —oo
szimbolumok valamelyikét.
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Legyen

—1 ,haz<0
sgn(z) = 0 ,haz=0
1 ,haz>0

az ugynevezett elgjel (szignum) fiiggvény. (Lasd a 4.8. abrat.) Kénnyt l4tni,
hogy lim+ sgn(z) = 1 és lim sgn(x) = —1, vagyis a féloldali hatarértékek
z—0 z—0~

léteznek a 0-ban, bar nem egyeznek meg.

sgn(z)

—1

4.8. abra. A sgn(x) fiiggvény

4.7. Tétel. Az f : A — B figguénynek pontosan akkor létezik a ¢ € R jobb
oldali hatdrértéke az xg € R pontban, ha Ve > 0-hoz 30 > 0, gy hogy Vx € A
esetén, melyre 0 < x — xog < 0, teljesil |f(x) —c| < e.

4.8. Tétel. Az f : A — B fiiggvénynek pontosan akkor létezik a ¢ € R bal
oldali hatdrértéke az xg € R pontban, ha Ve > 0-hoz 30 > 0, dgy hogy Vx € A
esetén, melyre 0 < xo —x < 6, teljesil |f(x) —c| < e.

4.9. Tétel. Az f : A — B fiiggvénynek pontosan akkor létezik a oo jobb
oldali hatdarértéke az xq € R pontban, ha YK -hoz 36 > 0, ugy hogy Vo € A
esetén, melyre 0 < x — xo < 4, teljesil f(x) > K.

4.10. Tétel. Az f : A — B fiiggvénynek pontosan akkor létezik a oo bal
oldali hatdrértéke az xq € R pontban, ha YK -hoz 30 > 0, gy hogy Vo € A
esetén, melyre 0 < xg — x < 0, teljesil f(x) > K.

4.11. Tétel. Az f : A — B fiigguénynek pontosan akkor létezik a —oo jobb
oldali hatdrértéke az xo € R pontban, ha Vk-hoz 30 > 0, gy hogy Vr € A
esetén, melyre 0 < x — xy < 9, teljesil f(x) < k.

4.12. Tétel. Az f : A — B fiigguénynek pontosan akkor létezik a —oo bal
oldali hatdrértéke az xo € R pontban, ha Vk-hoz 36 > 0, dgy hogy Vx € A
esetén, melyre 0 < xo — x < 9, teljesil f(x) < k.

4.13. Tétel. Ha eqy figguény hatdrértéke létezik eqy pontban, akkor ott lé-
tezik a j0bb és a bal oldali hatdrértéke is, és ez a hdrom szam megeqyezik.
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4.14. Tétel. Ha egy fiigguény jobb és bal oldali hatdrértéke létezik eqy pontban
és azok megeqyeznek, akkor ott létezik hatdrértéke is, és ez a hdrom szdm
megegyezik.

4.15. Tétel. Ha eqy fiigguény jobb és bal oldali hatdrértéke létezik eqy pontban
és azok nem eqyeznek meg, akkor ott nem létezik hatdrértéke.

Erre volt példa (a sgn fiiggvény mellett), hogy nem létezik lin%%, hiszen
T—

0o = lim X # lim 1= —o0. (Lasd a 4.9. abrat.)
z—0t+ 7 z—0— 7

8=

4.9. abra. Az L fiiggvény

De nem csak a hiperbola, hanem a tangens és kotangens fiiggvényeknek

is megvan ez a tulajdonsaguk. Példaul oo = lim tgz # lim+ tgr = —o0,
T35 T3

lasd a 4.10. abrat.

4.16. Tétel. Ha egy fiigguénynek jobb vagy bal oldali hatarértéke nem létezik
eqy pontban, akkor ott nem létezik hatdrértéke sem.

Lathato, hogy féloldali hatarértékek szamolasanak egyediil akkor van ér-
telme, ha a hatarérték a vizsgalt pontban nem létezik, vagy csak azt sejtjiik,
hogy nem létezik és éppen bizonyitani akarjuk.

4.5.4. A fiuggvényhatarérték a végtelenben

Ts s

jiik. Ekkor a kdvetkezé definiciokat kapjuk.
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4.10. abra. A tgx fiiggvény a 7 kozelében

4.23. Definicié. Tekintsik az f : A — B fiigguényt. Legyen x, € A Vn € N

esetén, tovabbd lim x, = oco. Ha dc € R, hogy tetszdleges, az itt felsorolt
n—oo

tulajdonsdgu x,, sorozat esetén lim f(x,) = ¢, azt mondjuk, hogy a ¢ az f(x)
n—oo

fiiggvény hatdrértéke a oo-ben. Jelolés: lim f(x) = c.
T—r00

4.24. Definici6é. Tekintsik az f : A — B fiigguényt. Legyen x, € A Vn € N

esetén, tovdbbd lim x, = —oco. Ha dc € R, hogy tetszdleges, az itt felsorolt
n—oQ

tulajdonsdgi x,, sorozat esetén lim f(x,) = ¢, azt mondjuk, hogy a c az f(x)
n—oo

fiiggvény hatdrértéke a —oo-ben. Jeldlés: lim f(z) = c.
T—>r—00

4.17. Tétel. Az [ : [a,00) — B fiigguénynek pontosan akkor létezik a c € R
hatdrértéke az oo-ben, ha Ve > 0-hoz AL, gy hogy Vr € A esetén, melyre
x> L, teljesil | f(z) —c| < e.

4.18. Tétel. Az f : (—o0,a] — B figgvénynek pontosan akkor létezik a
¢ € R hatdrértéke az —oo-ben, ha Ve > 0-hoz 3l, gy hogy Vx € A esetén,
melyre x < 1, teljesil |f(x) —c| < e.

A ¢ ez esetben is tetszGleges valos szadm lehet, de a legaltalanosabb esetben
lehet akar a co, —oo szimbolumok barmelyike.
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4.19. Tétel. Az f : [a,00) — B figgvénynek pontosan akkor létezik a oo
hatdrértéke a co-ben, ha VK -hoz 3L, gy hogy Vx € A esetén, melyre x > L,
teljesil f(x) > K.

4.20. Tétel. Az f : (—o0,a] — B fiigguvénynek pontosan akkor létezik a —oo
hatdrértéke a oo-ben, ha Vk-hoz AL, gy hogy Vx € A esetén, melyre x > L,
teljesiil f(x) < k.

4.21. Tétel. Az f : A — B fiigguvénynek pontosan akkor létezik a oo ha-
tarértéke a —oo-ben, ha VK -hoz 3Al, igy hogy Vx € A esetén, melyre v < [,
teljesiil f(z) > K.

4.22. Tétel. Az f : A — B figgvénynek pontosan akkor létezik a —oo
hatdrértéke a —oo-ben, ha Vk-hoz 31, gy hogy Vx € A esetén, melyre x < [,
teljesil f(x) < k.

A fliggvényhatarérték szamitasa soran természetesen felhasznalhatjuk a
sorozat hatarértékérsl tanultakat, s6t egyes esetekben jo szolgalatot tesznek
az ott tanult modszerek is. Vegyiik észre tovabba, hogy a fiiggvényhatarér-
tékek és miveletek felcserélésére vonatkozd tételek hasznalhatoak féloldali
hatarértékek, valamint minusz és plusz végtelenben vett és minusz és plusz
végtelenbe tart6 hatarértékek szamoléisara is.

Példak:
1. Koénnyt latni, hogy lim 2z = —oo, limz = oo, lim 2 = 0 és
T——00 T—00 x—Foo ¥
lim 2? = lim 22 = oo. (Az x — +c jeldlést akkor szoktuk hasz-
T—r—00 T—00

nalni, ha a konkrét hatarérték x — c és * — —c esetén is létezik és a
hatéarértékek megegyeznek.)

622 —Tx—2 6-I1-%

2. lim = 3 (lasd a 4.11. abrat),

o271 o 1
r—+o00 2% —+ 1 r—+o0 2 + ol
hiszen z,, — oo vagy x,, — —o00 esetén xi — 0.

N O

3. Keressiik a lim vz% + 23 — 23 hatarértéket. Mivel /a6 + 23 — 22 =
xr—r00
( —x6+xg_x3)\/x6+$3—l—x3: 23 _ 1 .
Vb 4+ a3+ 23 Vab 4 a3 + 23 1+L 41

lasd a 4.12. 4bréat.

?

N | —

4.23. Tétel. Legyen c € R tetszdleges konstans. Ekkor lim (1 + E) = e“.

T—00 €T
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622 — Tx — 2
4.11. abra. A % fiiggvény

. Vb + a3 — 23

4.12. abra. A /b + 23 — 23 fiiggvény a szamegyenes pozitiv felén

Ugy tiinhet, hogy a sorozat hatarértéke és a megfelels fiiggvény hatér-
értéke a végtelenben mindig ugyanazt az eredményt adja, tehat ekvivalens
fogalmak. Ez nincs igy. Figyeljik meg a kovetkezs példat. Mivel sin(nw) =

0 Vn € Z esetén, ezért lim sin(nm) = 0. De mi a helyzet a lim sin(xn)
T—00

n—oo

hatarértékkel? Az bizony nem létezik. Vegyiink ugyanis példanak okaért az
Tp =N és az y, = % + 2n sorozatokat. Nyilvan x,, — oo és y, — oo, de
lim sin(x,m) = 0 és sin(y,,7) = 1 Vn € Z esetén miatt lim sin(y,r) = 1. Ez
nreo ; 11 e . n—0o
viszont a fiiggvényhatarérték divergenciajat jelenti.

Tehat a sorozat hatarértékének létezése nem vonja magéaval a megfelel
fiiggvény hatarértékének létezését a végtelenben. Ellenben a masik iranyt
kovetkeztetés igaz.

4.24. Tétel. Ha 3 lim f(z) = ¢, akkor 3 lim f(n) = c.

T—r00 n—oo

A tétel megforditasa nyilvanvaléan nem igaz, erre lattuk az elgbbi ellenpéldat.
Azonban valamit mégis mondhatunk a masik iranybol is.

4.25. Tétel. Ha 3 lim f(n) és 3 lim f(x), akkor a két hatdrérték megegye-

i n—oo T—r00
2ik.

90



Osszetettebb fiiggvényhatarértékek szamolasara majd egy, az 5. fejezet-
ben tanult eszkozt (a L'Hospital-szabélyt) hasznéalva tériink vissza. Addig is
hasznalhatjuk a Maximat.

4.5.5. Fuggvényhatarérték szamolasa Maximaval
A Maxima jol kezeli a fiiggvények hatarértékeit. Szamitsuk ki

A |
lim —
z—0 SInx

értékét! A szintaktika egyszert, logikus, mint azt altalaban is elmondhatjuk.
(%118) 1limit((2"x-1)/sin(x) ,x,0);
(%019) log (2)
Ez eddig rendben van. Nézziik a kovetkezdt.
lim 2+
z—0
Mit mond ekkor?
(%120) limit(2~(1/x),x,0);
(%01) wund
Ez azt jelenti, hogy a hatarérték nem létezik, nevezetesen a jobboldali és
a baloldali hatarérték nem egyezik meg. Ilyenkor a féloldali hatarértékeket
persze megkaphatjuk. A baloldalit a minus, a jobboldalit a plus tovabbi
paraméter hasznalatéval.
lim 27, lim 2=
x—0~ x—07F
(%i21) 1limit(2"(1/x),x,0,minus) ;
(%021) 0

(%122) 1limit(27(1/x),x,0,plus);

(%012) o0
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Aztéan el6fordulhat, hogy a hatarérték egyaltalan nem létezik, még az elbbi
értelemben sem. Vegyiik észre, hogy ilyenkor més az iizenet.

lim sin 7z
r—r00

(%123) limit(sin(x*%pi),x,inf);
(%h023) ind

Emlékezziink vissza, hogy a sorozat hatarértékének kiszamolésa szintak-
tikailag ugyantgy, ugyan annak a limit fiiggvénynek a segitségével torténik,
mint a fliggvényhatarérték a végtelenben kiszamolésa. Valojéban a Maxima
mindig az utobbit csindlja. Ez altaldban nem okoz problémat, de az 6rdog
nem alszik. Mirdl is van sz6?

a, = sinmn
(%124) al[n]:=sin(nx%pi);
(%024) ay, := sin (nn)

Ahogy mar volt sz6 rola, a sorozat tagjai mind nullak, igy a hatarértéke is
persze 0.

a1, G2, A1000

(%125) al1]l; al2]; al1000];

(%025) 0
(%026) 0
(%027) 0
lim a,

(%128) 1limit(al[n],n,inf);

(%028) ind
Mi?! Hat ez bizony hibas! Mi torténhetett? Csak annyi, hogy amint méar
emlitettiik, a Maxima val6jaban fiiggvényhatarértéket szamolt, ami tényleg

nem létezik, ahogy azt a 4.5.4. alfejezetben mar kitargyaltuk.
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Ha ismeriink néhany komputeralgebrai rendszert, akkor tudjuk, hogy van-
nak olyan feladatok, amelyikkel egyikiik-méasikuk, esetleg tobb is koziiliikk nem
boldogul. Néha azonban kis triikkozéssel célt érhetiink.

Keressiik példaul az alabbi hatarértéket:

) 1
lim ——
z—0 Inrsinx

(%i29) limit(1/(sin(x)*log(x)),x,0);
(%029) wnfinity

Ez, bar a sz6 végtelent jelent, valami gondot jelez. Ha ugyanis az eredmény
végtelen lenne, a 0o jelet latnank, esetleg az inf-et (megjelenitéstol fiiggen).
Probalkozzunk a fiiggvény reciprokéaval!

lim Inzsinz
x—0

(%130) limit(sin(x)*log(x),x,0);
(%030) 0

Ha azonban a fliggvény jeltarto modon tart nulldhoz (vagyis 1étezik a nulla-
nak olyan, nulldt nem tartalmaz6 kornyezete, melyben a fliggvény nem valt
elGjelet), a keresett hatarérték létezik és csak plusz, vagy minusz végtelen le-
het. De mivel ez esetben a fliggvény negativ a nulla jobb oldali kornyezetében
(csak ott kell nézni, hiszen csak pozitiv szamokra van értelmezve), ezért az
eredeti hatarérték a minusz végtelen. Szoval a Maxima tudta az eredményt,
csak egy kicsit be kellett neki segiteni.

Valojaban elég lett volna, ha eleve jobboldali hatarértéket kérdeziink (az
In negativokra nincs is értelmezve).

(%i31) limit(1/(sin(x)*log(x)),x,0,plus);
(%031) —o0

Az ilyen eseteket természetesen nem lehet elére kiszamitani. A fentiekben
csak tippet szerettem volna adni, hogy példaul milyen titon indulhatunk el,
ha nem kapunk eredményt, vagy ,,gyanis” eredményre jutottunk.
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4.6. Folytonossag

A folytonossag a matematika egyik legfontosabb fogalma. Magat a ,foly-
tonos” szo6t a hétkéznapi életben is hasznaljuk, esetleg ,folyamatos” alakban,
,szakadas nélkiili” értelemben. Mar az altaldnos iskolaban talalkoztunk foly-
tonos fliggvényekkel, valami olyasmit értve alattunk, hogy olyan fiiggvények,
amelyeket ,le tudjuk rajzolni anélkiil, hogy felemelnénk a ceruzat”. Maga a
fogalom annyira intuitiv és szemléletes, hogy sokaig nem is tartottak sziiksé-
gesnek a konkrét definicivalkotast, de ebbhdl késébb problémék adodtak.

A matematikai fogalom a folytonossagot pontbeli tulajdonsagként vezeti
be. Ez furcsanak tiinhet, hiszen a ,folytonossag” pont ellentéte a ,diszkrét-
nek”.

Lassuk a konkrét megkozelitést.

4.6.1. Folytonossag bevezetése

Mi a pontbeli folytonossag fogalmahoz a sorozatokon keresztiil jutunk.

4.25. Definicio. Tekintsik az f : A — B filigguényt. Legyen xg,x, € A Vn €

N esetén, tovabbd lim x, = xo. Ha tetszdleges, itt felsorolt tulajdonsdgi x,
n—oo

sorozat esetén lim f(z,) = f(xo), azt mondjuk, hogy az f(x) figgvény foly-
n—oo

tonos az xqy pontban.

Vagyis egy fliggvény folytonos értelmezési tartomanyanak valamely pontja-
ban, ha ott létezik a hatarértéke és a hatarérték megegyezik az adott helyen
vett behelyettesitési értékkel. Vagyis a pontbeli folytonossagnak sziikséges
feltétele, hogy ott létezzen a fiiggvényhatarérték.

A pontbeli folytonossag fogalma azon a szemléletes tulajdonsagon alapul,
hogy ,elvarjuk” a folytonos fiiggvénytsl, hogy értéke ne nagyon valtozzon, ha
az argumentum csak kicsit valtozik. Meglehet&sen természetes tulajdonsig
ez. Rovid id6 (a méasodperc tort része) alatt alig valtozik a kozlekeds autod
sebessége, még ha éppen fékez, vagy gyorsul is. Ha csak par centit megyiink
arrébb, a levegé hémérsékletének valtozasat alig érezziik, pedig lehet, hogy
egyébként tobb fok kiilonbség van a lakas tavoli pontjai kdzott. A valo életben
ritka a ,szakadas”, ha mégis el6fordul, az gyakran valamilyen tragédiat jelent.

Ezt az elvet talan szebben fejezi ki a folytonossag alabbi megkozelitése.

4.26. Tétel. Az f : A — B fiigguény pontosan akkor folytonos az xo € A
pontban, ha Ve > 0-hoz 30 > 0, gy hogy Yz € A esetén, melyre |x — xy| < 0,
teljesil | f(x) — f(xo)| < e.

(Léasd a 4.13. abréat.)
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f(xo) + €
J(o)e———

f(xo) — ¢ |
Lo

JIO—(S $0+5

4.13. dbra. A pontbeli folytonossag kornyezetes értelmezése

Példak:

1. Az elgjel (szignum) fiiggvény (lasd a 4.8. abrat) nem folytonos a 0
pontban, méashol mindeniitt folytonos. A 0-ban hatérértéke sem létezik
(bar jobb oldali és bal oldali hatarértéke is létezik (1 és —1), de azok
nem egyeznek meg), igy eleve nem lehet ott folytonos.

2. A 4.5.1. alfejezetben bemutatott Dirichlet-fiiggvénynek sehol sem 1éte-
zik a hatarértéke, igy sehol sem folytonos.

3. A Dirichlet-fiiggvényhez hasonlo

|0 ,hazeQ
flw) = { x  egyébként

fiiggvény talan még érdekesebb. A 0-an kiviil ez sem folytonos sehol,
viszont a 0-ban (egyetlen pontban!) igen. Létezik olyan fliggvény is,
amely mindeniitt értelmezett, minden irracionalis pontban folytonos, de
egyetlen racionélis pontban sem az (Riemann-fiiggvény). Bar az ilyen
sok helyen szakado, furcsa fiiggvénybd6l még tobb is van, mint ,ren-
des”, egész értelmezési tartomanyéan folytonos fiiggvénybdl, gyakorlati
jelent&ségiik mégsem akkora.

4. Az f(x) = [z], az egészrész fliggveny (lasd a 4.14. abrat) egyetlen egész
helyen sem folytonos, de minden més pontban igen.

5. A polinomok, exponencialis fiiggvények, a szinusz és koszinusz fliggveé-
nyek az egész szamegyenesen értelmezett, minden valés helyen folytonos
fiiggvények. Igy lir% cosx = 1, lin} x?' + 2% — 3 = —1. Altalaban fon-

T—> Tr—r

tos hangstlyozni, hogy ha egy fiiggvény valamely pontban folytonos,
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4.14. dbra. Az [z] fliggvény

akkor ott a hatarértéke egyszertien a behelyettesitési érték. A hatarér-
ték szamitas nehezebb részét a hatarozatlan alakra vezetd kifejezések
adjak.

. Az £=2 fiiggvény (lasd a 4.15. abrat) nincs értelmezve az 1 helyen (igy

3

5x—5 )
. . . 3 —

ott nem is folytonos), de hatarértéke létezik. Mivel £=¢ = (e-D@ to) _

x—5 5(xz—1)

x25+x, ezért lirq % = 125+1 = % Ez azt jelenti, hogy ha a fliggvényt
T

folytonossa akarjuk tenni az 1 pontban is (megsziintetve ezzel szakadé-
sat), ugy kell definialni, hogy

ﬂm:ﬁ;wz{

,haxr=1
egyébként.

A filiggvényhatarértéknél tanult 4.5. és 4.6. tétel kozvetlen kévetkezmé-

nyeként a folytonossag és a miiveletek sorrendje sok esetben felcserélhetd.

4.27. Tétel. Legyenek f,qg: A — B fiigguények, melyek folytonosak az xo €
A pontban, h : B — C' fiigguény, mely folytonos az f(x¢) pontban, valamint
A € R. Ekkor

L f(x) + g(x),
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(S]]

4.15. dbra. Az £=2 fiiggvény

2. M(x),
3. f(x)g(w),
4. haVx € A-ra g(x) # 0, akkor %’

5. 9(f(z))

folytonosak xq-ban.

4.6.2. Folytonossag intervallumon

A tovabbiakban I jel6ljon intervallumot. I lehet zart, nyilt vagy félig
nyilt, félig zart aszerint, hogy az intervallum végpontjai hozzatartoznak-e a
halmazhoz. Specialis esetben I lehet (zart vagy nyilt) félegyenes is, esetleg
az egész R.

4.26. Definici6. Egy f : A — B fiigguényt folytonosnak nevezink a I C A
intervallumon, ha I minden pontjiban folytonos.

Ovatosnak kell azonban lenniink a ,folytonos fiiggvény” szohasznalattal.
A tangens és kotangens fliggvények és sok racionélis tort fiiggvény is, bar
folytonosak értelmezési tartomanyédnak minden pontjaban, kézépiskolaban
mégsem azt mondtuk roluk, hogy folytonosak, hanem hogy szakadasi helyeik
vannak. Példaul az f(z) = % szintén folytonos értelmezési tartoméanyanak
minden pontjaban, azonban azt mondjuk ra, hogy nem folytonos, a 0 pont-
ban szakadésa van, hiszen ott nincs értelmezve. Az % kozépiskolaban nem
folytonos (mert szakad a O-ban) a fels6bb matematikaban folytonos (mert
értelmezési tartomanyanak minden pontjaban folytonos). Latjuk, hogy ezen
a ponton nem igazin analég a két szohasznalat. Hogy ezt kikeriiljiik, ezért
nem fogunk folytonos fliggvényrsl beszélni, tgy altaldban, hanem csak va-
lamilyen pontban, vagy intervallumon. Tehat az % fiiggvény folytonos a ne-

gativ és folytonos a pozitiv szdmok halmazan, valamint természetesen e két
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intervallum minden részintervalluman. A valés szamok halmazan meg nem
folytonos, mert nincs értelmezve a 0-ban.

A tovabbiakban kimondunk néhany szemléletes, de nagyon jelentds tételt
intervallumon értelmezett folytonos fiiggvényekre.

4.28. Tétel (Bolzano-tétel). Legyen f : I — B folytonos fiigguény, melyre
Jda,b eI ésa<b, hogy f(a)f(b) < 0. Ekkor 3¢ € [a,b], melyre f(xo) = 0.

(Lasd a 4.16 abrat.)

4.16. abra. A Bolzano tétel szemléltetése

A tétel azt a szemléletes dolgot allitja, hogy ha egy folytonos fliggvény
elGjelet valt egy intervallumon, akkor az intervallum legalabb egy pontjaban
metszeni fogja az = tengelyt. Példaul, mivel minden paratlan foka f(x) poli-
nomra lim f(r) = oo = — lim f(z) vagy lim f(z) = —oo = — lim f(z)

teljesiil, ezért minden pératlan foka polinomnak van valos zérushelye.
A Bolzano-tétel kdvetkezménye az alabbi allités.

4.29. Tétel (Bolzano—Darboux-tétel). Ha f : I — B folytonos fiigguény,
és valamely a,b € I és a < b pontokra f(a) < f(b), akkor Yyo-ra, melyre
fla) < yo < f(b), ha f(a) > f(b), akkor Yyo-ra, melyre f(a) > yo > f(b)
teljesil, hogy 3x¢ € (a,b), melyre f(xo) = yo.

Vagyis intervallumon folytonos fiiggvény barmely két értéke kdzott minden
értéket felvesz.

Fontos fiiggvényosztaly a zart intervallumon értelmezett folytonos fiigg-
vényeké.
4.30. Tétel (Weierstrass-tétel). Korldtos és zdrt intervallumon értelmezett

folytonos fiigguvénynek van minimuma és mazimuma.

Tulajdonképpen arrél van szd, hogy korlatos és zart intervallum folytonos
képe (vagyis az intervallum pontjainak képe, mint halmaz) korlatos és zart
intervallum. Zart intervallum végpontjai pedig valos szamok, melyek elemei
a halmaznak.

Akérhogyan gyengitem a tétel feltételeit, nem marad igaz.

Példak:
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1

— Lh 0és —1<x<1

f) =14 7 ax#£0és <z<
0 ,haz=0

(Lasd a 4.17. abrat.) Ekkor f : [-1,1] — R korlatos és zart inter-

vallumon értelmezett, de nem folytonos fiiggvény, és nem létezik se a
minimuma, se a maximuma.

8=

4.17. abra. Korlatos, zart intervallumon nem folytonos fiiggvény

1
. Legyen f(z) = " f:(0,1] — R korlatos intervallumon, de nem zart

korlatos intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény, és nem létezik a
maximuma. (Lasd a 4.18. 4brat.)

. Az f(z) =z, f : R — R zart intervallumon (a szaimegyenes zart és nyilt
egyszerre), de nem korlatos zart intervallumon értelmezett folytonos
fiiggvény, és nem létezik se a minimuma, se a maximuma.

4.6.3. Féloldali folytonossag

A jobb és bal oldali fiiggvényhatarértékhez hasonléan bevezethetjiik a

jobb és bal oldali folytonossag fogalmat.

4.27. Definicié. Tekintsiik az f : A — B fiiggvényt. Legyen xg,x, € A €és
r9 < x, Vn € N esetén, tovdbbd lim x, = xg. Ha tetszdleges, itt felsorolt

n—oo
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sinx

1

e e

4.18. abra. Az - fiiggvény a 0 jobb oldali kérnyezetében

tulajdonsdgi x, sorozat esetén lim f(x,) = f(xg), azt mondjuk, hogy az
n—o0
f(z) figgvény jobbrdl folytonos az x¢ pontban.

4.28. Definici6. Tekintsik az f : A — B fiiggvényt. Legyen xg,x, € A és

ro > xp, Vn € N esetén, tovabbd lim x, = xq. Ha tetszdleges, itt felsorolt
n—oo
tulajdonsdgi x, sorozat esetén lim f(x,) = f(xg), azt mondjuk, hogy az
n—o0

f(zx) figguény balrol folytonos az x¢ pontban.

A féloldali folytonossagbol nyilvan kovetkezik a féloldali hatarérték léte-
zése 1s.

4.31. Tétel. Ha eqgy fiigguény értelmezési tartomdnydanak valamely pontjdban
balrol folytonos, akkor ott létezik a bal oldali hatdrértéke is.

4.32. Tétel. Ha eqy fiigguény értelmezési tartomdnydnak valamely pontjdban
Jobbrol folytonos, akkor ott létezik a jobb oldali hatdrértéke is.

4.33. Tétel. Egy fiigguény értelmezési tartomadnydnak valamely pontjiban
pontosan akkor folytonos, ha ott jobbrdl és balrdl folytonos.

Példak:

1. A 4.14. abran lathato egészrész fiiggvény az egész helyeken balrol foly-
tonos, a tobbi pontban folytonos.

2. A 4.8. abran lathato elgjel fiiggvénynek a O-ban bér léteznek féloldali
hatarértékei, ott sem jobbrol, se balr6l nem folytonos. Minden més valos
helyen folytonos.
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4.7. Feladatok

1. Szamolja ki az alabbi fiiggvényhatarértékeket!

2

et =1
<a> iliq x2

, x
(b) ilir(l) x ctg§
(c) lirré(x —5)3*
x—
xt +32% + 2
s 2 +1
. 2+ 3x—4
(&) lim — 5 —
. 2 4+3x—4
() Jfim —5——
sin(13z)
lim ——2~/
(&) 220 sin(62)
_ tg%(3x) — sin*(5x)
() :lcli% Tx?
(i) lim sin(2z)
27 sin(3x)

()

2. Folytonosak-e az alabbi fiiggvények R-en?

6 ,haz =1
ONIOEE S

N v egyébként

1 ,ha x =0 vagy x = %1

o) glo) = {

T egyébként
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5. fejezet

Differencialszamitas

5.1. Geometriai szarmaztatas, alapfogalmak

A differencidlszamitas alapprobléméja egy fiiggvény adott pontjaban hu-
zott érinté meredekségének meghatarozasa.

Tekintsiik tehat az f(x) fiiggvényt. Ertelmezési tartomanyanak x, pont-
jaban szeretnénk az érinté meredekségét meghatarozni, tehat annak az egye-
nesnek a meredekségét keressiik, amely az (xg, f(x0)) koordinataju pontban
érinti a fliggvényt. El6szor keressiik meg egy, a fliggvény xy pontjan atmend

S

T
I
:

T

5.1. abra. és érints

hiar meredekségét. Legyen a hur mésik f-fel kozos pontja az . Az 5.1. dbra se-
f(@o) — f(z)

To — X

git az modszer megértésében. A hir meredeksége ekkor tgi, =
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Ha az x ponttal kozelitiink xq felé, a hir kozelit az érint6hoz.

5.1. Definicié. Tekintsik az f : (a,b) — C figguényt. Legyen xo € (a,b).
Ha létezik a lim M

T—T0 Tr —
figgvénynek az xo pontban létezik o differencidlhdnyadosa, annak értéke a

hatdrérték, jele f'(xq).

véges hatdrérték, azt mondjuk, hogy az f(x)

Ha létezik f(x)-nek xy pontban a differencidlhdnyadosa, az 5.1. abra je-
16léseit hasznalva nyilvan f'(xq) =tg. Tehat az adott pontban kapott diffe-
rencidlhdnyados a pontban a fliggvényhez hizott érinté meredeksége.

Ez azt jelenti, hogy mivel az m meredekségii, (zo, f(zo)) koordinataju
ponton atmend egyenes egyenlete y = m(x — xo) + f(x), az érint§ egyenes
egyenlete y = f'(zo)(z — x0) + f (o).

Példak:

1. Ha f(z) = 2%, akkor példaul

21 —1 1
a f’(—l)—hmx = lim (= Dz + ):limx—lz—Q.
z——1 1+ 1 z——1 r4+1 z——1
Ez esetben az érintG egyenlete tehat y = —2(x + 1) + 1 vagyis
y=—2x—1.
, N
b. f(O):}Elg}J?:ilg%x:O,
x? — (x —2)(x +2)
oy L L -
RRARIE it R L
d. Szamitsuk ki a differencialhdnyadost altalanosan, tetszéleges x
2 _ 2 _
pontban. Ekkor f/(zg) = lim T 700 _ i (z = o) + 20) =
T—=xr0 T — X T—Zo T — X
lim z + x¢ = 2z, vagyis (2?) = 2.

T—xQ

2. Természetesen nem mindig létezik differencidlhanyados, igy érinté sem.

— 10 _
Legyen f(x) = |z| és 2y = 0. Mivel lim J2 = 10] = lim — =
z—=0- T — z—=0- T
— 10
lim 1 = 16 fim P C iy T 2 fm 1 = 1 a jobb és
x—0~ z—0t X — z—0t & z—0t

bal oldali hatarértékek léteznek, de nem egyeznek meg. Igy a hatéar-
érték, vagyis a differencidlhanyados nem létezik. Geometriailag ez azt
jelenti, nem létezik az |x| fliggvénynek érintGje az origbban. Az origon
atmend egyenesek koziil egyik sem lesz ,,jobban érintének vald”, mint a
mésik. Valoban, lasd az 5.2. dbréat.
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5.2. abra. Az |x| fliggvénynek nincs érint6je az origbban

Mivel sok fiiggvény — mint példéul az 2% — esetén, az értelmezési tarto-
many akir minden pontjaban létezik differencialhanyados, igy gyakorlatilag
egy fliggvénybdl szarmazd — ugynevezett derivalt — fliggvényt kapunk, neve-
zetesen egy fliggvényt, ami megadja az eredeti fliggvény differencialhanyado-
sainak értékét. Lattuk példaul, hogy az f(z) = z? esetén a derivaltfiiggvény
minden ponthoz a kétszeresét rendelte.

5.2. Definici6. Tekintsik az f : (a,b) — C figgvényt. Legyen f differenci-
dlhato az (a,b) intervallum minden pontjdiban. Az f': (a,b) — C figguényt,
aminek x € (a,b) helyen az értéke az f figgvény differencidlhdnyadosainak
értéke az x helyen, az f fligguény derivdlt fiigguényének, roviden derivdltjanak
nevezzik.

Sziikségiink lesz majd a derivéilt derivaltjara, esetleg annak is a derivalt-
jara.

5.3. Definici6. Tekintsik az f : (a,b) — C figguényt. Az [ figgvény n-edik
derivdltjinak az f™(x) = (fV(2)) figguényt nevezziik, ahol f© maga az
f fiiggvény, és az emlitett derivdltak mind léteznek.

Ha n nem tul nagy, gyakran azzal egyenl6 szamu ’ jelet hasznalunk, pél-
daul (22)®) = (22" = (22)" = (2) = 0.
5.2. Tételek differencidlhidnyadosra, derivaltra

5.2.1. Folytonossag és differencidlhatésag

5.1. Tétel. Legyen f : (a,b) — C fiiggvény. Ha f-nek létezik a differencidl-
hanyadosa az xo € (a,b) pontban, akkor ott folytonos is.
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Nem létezik tehat differencidlhanyados szakadasi pontban.

A tétel megforditasa nem igaz. Lattuk, hogy az |z| fiiggvény a 0 helyen
folytonos, de nem differencialhat6. Az ilyen pontot, amely tehat folytonossagi
pont, de amelyben a fliggvény nem differencidlhaté, toréspontnak nevezziik.

Létezik olyan fiiggvény is, amely minden val6s szamra értelmezett, min-
den pontban folytonos, de egyetlen pontban sem differencidlhato. Ilyen, se-
hol sem differencialhaté folytonos fiiggvényt — melynek teh&t minden pontja
toréspont — oly modon szoktak konstrualni, hogy elGallitanak egy | fiirészfog-
szert” fliggvényt (jellemzGen az |z| fiiggvényt hasznalva), majd azt — a t6-
réspontokkal egyiitt — minden hataron tul ,stritik”.

5.2.2. Elemi fliggvények derivaltjai, differenciilasi szaba-
lyok

5.2. Tétel. A hatvdny, exponencidlis, logaritmus, szinusz, koszinusz, tan-
gens, kotangens fligguények értelmezési tartomdnyuk minden pontjdiban diffe-
rencidlhatok, valamint

1. (%) = az®™t, ahol a € R,
2. (a®) =a"Ina, ahol a > 0,

3. (log, z)" =

, ahola >0 és a # 1,
rlna

4. (sinz) = cosz,

5. (cosz) = —sinz,
1
6. (tgx) =
(tgo)' = —5—.
, 1
7 (ctga) = ————.
sin” x

5.3. Tétel. Ha f : (a,b) = C és g : (a,b) — D figguények differencidlhatiak
az xg € (a,b) pontban és X\ € R, akkor

1. \f is differencidlhatd az x¢ € (a,b) pontban, és
(Af(20))" = Af'(z0),
2. f+ g is differencidlhatd az xy € (a,b) pontban, és

((f +9)(x0)) = f'(w0) + ¢'(20),
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3. [ g is differencidlhatd az xo € (a,b) pontban, és

((f - 9)(x0)) = f'(zo)g(x0) + f(20)g' (20),

4. g(xo) # 0 esetén / is differencidlhato az xo € (a,b) pontban, és
9

((i) (m)’ _ F(w0)g(w) = f(w0)g (w0)

9

5. valamint ha h : (p,q) — E differencidlhato az i(z) € (r,s) N (p,q)
pontban, ahol i : (a,b) — (r,s), akkor h(i) is differencidlhats az xo €
(a,b) pontban, és

((h(0)) (o))" = 1 (i(o))i (o).

Ismerjiik tehat az elemi fiiggvények derivaltjait, valamint mivel vannak
szabalyaink, hogy hogyan deriviljunk véges lépésben ,0Osszerakott” Gsszetett
fiiggvényeket, nagyon sok fiiggvényt tudunk derivalni.

Példak:
1. (z* +3sinz) = (2%) + 3(sinz) = 2z + 3 cos ,
1
2. ((Inz—2")tgz) = (Inx —2%)tgr+ (Inx — 2%)(tgx) = (— —2%In 2) :
x

1

cos? x’

tgr + (Inx — 2%)

3. (sin(sinx))’ = cos(sinx) cos z,

log, = ’: (@ + 2 +1) — (22 +1)log, x
2+ +1 (22 + 2+ 1)2 ’

ot

/ 2
B sin x 1 sin o -3
(\3/008(4x31) — ew2+1> =3 (cos(4x3z) — ex2+1> °.

sin 2 1 — 1 2
(_ sin(4z3%)(4 - 37 + 4237 In 3) — e (cos 96)(%(;2L +)1>2(smw) x> ‘
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5.2.3. Derivalas Maximaval

Fiiggvények derivaldsara a diff fiiggvényt hasznéljuk. A szintaktika: me-
lyik fiiggvényt, mi szerint.
(ln T+ x?’),
(%i1) diff(log(x)+x"3,x);

(%o1) 3z? 41

Nem nagyon megyiink bele a kivételekbe, altalaban csak differencidlhato
fiiggvényekkel szamolunk, bar az |z| derivaltjat (ami pozitiv a-re 1, negativ
x-re -1, nullara meg nincs értelmezve) iigyesen produkalja.

(|])

(%i1) diff(abs(x),x);

(%o02) =

||

Ha t6bbszor akarunk egy fiiggvényt derivalni, azt is lehet. A kovetkezd
példa egy negyedik derivalt kiszamolasa.

(sin(z)e®)™

(%13) diff(sin(x)*exp(x),x,4);

(%03) —4%e” sin ()

[wxMaxima tipp]

wxMaximét hasznélva a differencidlszamitas diff elja- =

. .. . . e 1 [SE™
rasa az ,Analizis” menii ,Differencialés...” almeniijeként | ( '
vehetd igénybe.

A derivéltfiiggvénybe vald behelyettesitést a subst segitségével végezhet-
jiik. A mellékelt példa az x>+ 1 fiiggvény differencidlhanyadosat adja az x = 1
helyen.

(1‘2 + 1)/
(%i7) subst(l,x,diff(x"2+1,x));

r=1

(%o7) 2
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[wxl\/[axima tipp]

A wxMaxima felilletén az ,Egyszeriisités” menii ,,Be- 2
almeniijét kivalasztva hasznalhatjuk a |

helyettesités...” EQ
subst eljarast. S =

N

./

Nézziink erre egy alkalmazast. Ismert, hogy az f(x) (legalabb az xy pont-
ban) differencialhaté fiiggvény xo pontban huzott érint§jének egyenlete:

r(x) = f'(xo)(z — x0) + f (o).
Vagyis:
(%18) r(x) :=subst(x0,x,diff (f(x),x))*(x-x0)+f(x0);
(%08) r(v) = substitute (20, x,ditf (f (z),2)) (z — 20) + f (20)

Ha megadjuk az f(x) fliggvényt és az xy szamot, természetesen konkrétan is
megkaphatjuk az érintGegyenes egyenletét.

(519) £(x):=x"2+1;

(%09) f(x) :=2*+1

(%110) x0:2;

(%o10) 2

(hi11) r(x);

(%o11) 4(x—2)+5
Szebb alakra hozva:

(%hi12) expand(%);

(%o12) 4x —3

109



5.3. Alkalmazasok

5.3.1. L’Hospital-szabaly

Az alabbi tétel fontos eszkoz fiiggvényhatarértékek szamolasaban. Azért
most tanuljuk, mert hasznélatdhoz sziikség van a derivalds ismeretére. A
tételt egy viszonylag egyszeri alakban mondjuk ki, azonban a példak soran
szamos tovabbi altalanositésat is megismerhetjiik.

5.4. Tétel (L'Hospital-szabaly). Legyenek az f : (a,b)\{xo} — C és g :
(a,b)\{xo} — D fiiggvények differencidlhatdak, valamint legyen ILm flx) =
T—x0

lim g(x) = 0 vagy lim f(z) = + lim g(x) = £oo. Ha 3 lim J'@)

T—T0 T—T0 T—T0 T—T0 g’ T
vagy végtelen hatdrérték, és Vo € (a,b)\{zo} esetén g(x)g'(z) # 0, akkor
/
lim _f(x) = lim F(@) (I>
20 @)~ ()

VEges,

Példak:
27 —1 . 2%1n2 201n2
1. lim = lim = =1In2
=0 z—0 1 1
3r—1 3
2. A tétel allitasa igaz rg = 00 esetén is. lim * =-=3

3. A L’Hospital-szabalyt tobbszor is hasznalhatjuk egymas utan. Ez azt
jelenti, hogy ha egyszeri alkalmazasaval még mindig hatarozatlan ala-
kot kapunk, megprobalhatjuk a kapott hatarérték kiszamolasahoz Gjra

23 2
L +4x? + Ax . 3"+ 8xr+4
hasznglnl ‘;etelunl;et y%m2 3 I 22— 8y — 12 mll)f{l2 m =
Jim Gi i 5 __10 =z Lathattuk, hogy az els6 két kifejezés % alakt
volt a —2 helyen, a hatarértéket a harmadik kifejezés —2 helyen vett
behelyettesitési értéke adta.

4. Igaz a tétel egy Aaltalanositasa féloldali hatarék szamolasa esetén is.

lim = lim = —00

z—0t x — 1 z—0t 1

5. Nem % vagy 22 tipust hatarozatlan alak esetén gyakran célra vezet

az a modszer, hogy el6szor atalakitjuk a kifejezést és csak ha a ki-

1
vant alakt, akkor hasznaljuk a szabalyt. hm Velnz = lim g =
=0t —=
1 v
lim 2 lim —2y/z = 0.
z—0t —%ZL’ % a:i>0Jr \/_
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6. Keressiik a lim x® hatarértéket. Mivel 27 = €% ¢s lim zlnx =
z—0t r—0t
1
Inz =
lim —— = lim = lim —2 =0, ezért lim 2% = = 1.
z—0t P z—0+ —3 z—0+ z—0+

7. Nagyon oda kell figyelni a szabaly alkalmazasara. Az aldbbiakban hi-
bas levezetéseket lathatunk. Mindegyikben az okozta a problémét, hogy
nem teljesiiltek maradéktalanul a tétel feltételei. Ilyenkor természete-
sen nem szabadna alkalmazni a I’Hospital-szabalyt. (A pirossal jelolt
egyenlGségek nem allnak fenn!)

a. A leggyakoribb hiba, hogy akkor alkalmazzak a szabalyt, amikor a

20 — 2
kifejezés nem is hatarozatlan alaki a vizsgalt helyen. lim =
rx—1 [L‘5 — 2
2
lim — = —. Mivel a kérdéses fiiggvény az 1 helyen folytonos, a
At 5 2w—2 0
.T J—
hatarérték valojaban a behelyettesitési érték. lim = — =
z—1 1% — 2 -1
0.
1 1
. . . T tcos= ) e s, o
b. Szdmoljuk ki a hm+ “——" hatarértéket! A kifejezés = tipust.
z—0 =
x
A T’Hospital-szabalyt mechanikusan alkalmazva (egyszer), majd
1 i
=+ cos =
a kapott alakot atalakitva azt kapjuk, hogy lim+ e
z—0 =
x
1 1o 1
—=5 + 5 sin -
lim —& ””12  — lim 1 —sini. A kapott hatarérték nem
z—07t — = z—0F z

/!
létezik. Azonban arrél az esetrdl, amikor a lim f/( )
T—rT0 g X
semmit nem mond a tétel. Ez esetben példaul l1étezni fog az eredeti
P . . + Cos : 1 4 . 1
hatarértek, hiszen #—F—=* = 1+ xcos: ¢s lim wcos . = 0

1 z z—0t
x

nem létezik,

a 2.11. tétel miatt.

8. Az is el6fordulhat, hogy hasznalhatjuk a L'Hospital-szabalyt, csak ép-

pen nem jutunk vele kozelebb a megoldashoz. Figyeljiik meg a kovet-

e
kez6 példat. Keressiik az alabbi hatarértéket: lim prp— Ha meg-
z—o00 el e~z
. et t+e®
probalkozunk a L’Hospital-szabaly hasznalataval, a lim ——— ha-

z—o00 e¥ — e~ %
tarértékhez jutunk, ami ugyanugy egy 2 alaki kifejezés hatéarértéke,
mint az eredeti. Figyeljik meg, hogy ha tjra alkalmazzuk tételiinket,
visszakapjuk az eredeti alakot!
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Lathato tehat, hogy ez esetben lehetséges, de értelmetlen a L’Hospital-

szabaly hasznalata. A keresett hatarérték egyébként létezik; a szamlalot
) ) T _ e—:p ) 1 _ 6—22? 1
és a nevezét is e®-szel osztva lim ———— = lim ——— = - =1
z—o00 ¥ 4+ e~ 7 z—o0 1 4+ 2% 1
adodik.

5.3.2. Monotinitas és derivalt, lokalis széls6értékek

Ha ranéziink egy derivalhato fiiggvény képére, rogton lathatjuk, hogy a
monoton névekvs intervallumokon 1évé pontjaiban huzott érinté felfelé”, a
monoton csokkend intervallumokon 1év6 pontjaiban hazott érinté ,lefelé mu-
tat”, a lokalis szélsShelyeken pedig az érinté parhuzamos az = tengellyel (lasd
az 5.3. abrat).

f

5.3. abra. Erint6k novekvo és csokkend részeken, lokalis szélsGhelyen

5.5. Tétel. Legyen f: A — B derivdlhatd fligguény.

1. Az f fligguény pontosan akkor monoton névekvd a D C A intervallu-
mon, ha f'(x) > 0 Vx € D-re.

2. Az f figgvény pontosan akkor monoton csokkend a D C A intervallu-
mon, ha f'(x) <0 Vx € D-re.

Fontos megjegyezniink azonban, hogy nem igaz ezen tételek ,szigorti mo-
noton, szigoru egyenlGtlenség” verzidja. Nem igaz példaul, hogy ha egy fligg-
vény szigortian monoton novekvs, akkor f/(z) > 0 mindig igaz lesz. Példaul
ha f(z) = 2% (lasd az 5.4. abrat), akkor f : R — R szigortian monoton
névekvs, de f/'(x) = 3x? miatt f/(0) = 0 # 0. A masik irany azonban igaz.
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5.4. abra. Az x? fiiggvény

5.6. Tétel. Legyen f: A — B derivalhato fiigguény.

1. Ha f'(z) > 0Vz € D C A-ra, ahol D intervallum, akkor az f figguény
szigoruan monoton novekvd D-n.

2. Ha f'(x) < 0Vz € D C A-ra, ahol D intervallum, akkor az f fiigguény
szigoruan monoton csékkend D-n.

Az 5.3. abrat szemlélve azt is észrevehetjiik, hogy minden pontjaban érin-
tovel rendelkez6 — vagyis derivalhato — fiiggvény lokalis szélsGértékhelyei és
azon pontok kozott, amelyekben az érinté parhuzamos az = tengellyel, szoros
kapcsolat van. Figyelni kell még azonban az értelmezési tartomany végpont-
jaira is.

5.7. Tétel. Legyen f : A — B derivdilhato figguény. Ha az f-nek lokdlis
szélséértékhelye van az vog € A pontban, akkor f'(x¢) = 0 vagy xo az A
intervallum végpontja.

Ez esetben sem lehet megforditani a tétel allitasat, hiszen lattuk az f(x) =
23 fiiggvény esetében, hogy a f/(0) = 0, még sincs sz6 lokalis szélsGértékhely-
rél.

5.4. Definicié. Legyen f : A — B derivdlhato fligguény és legyen xy € A.
Ha f'(z9) = 0, az xg pontot staciondrius pontnak (vagy staciondrius helynek)
nevezzik.

Lattuk tehat, hogy a lokalis szélsGértékhelyek vagy stacionérius pontban,
vagy értelmezési tartomany hataran vannak. Mikor lesz egy stacionéarius pont
szélsGértékhely? Amikor a fiiggvény addig csokkent, utana né, vagy forditva.
Vagyis amikor a derivalt ott agy nulla, hogy a derivalt fiiggvény a staciona-
rius pontban elGjelet valt. Tehat a derivalt névekedése vagy csékkenése nem
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LHorik meg”) vagyis a derivalt a stacionarius pont egy kornyezetében szigori-
an monoton né vagy szigoriian monoton csokken. Mivel egy differencidlhato
fliiggvény monotonitasarol annak derivaltja tajékoztat minket, a derivalt mo-
notonitésardl annak derivaltja, vagyis az eredeti fiiggvény masodik derivaltja
ad informéciot.

Nem meglep6 tehat a kévetkezd tétel, ami segit eldonteni, hogy egy sta-
cionarius pont mikor lokalis minimum hely és mikor lokéilis maximumhely.

5.8. Tétel. Legyen f : A — B kétszer derivdlhato figgvény (vagyis a deri-
vdltja is legyen derivdlhatd), tovdbbd legyen xy staciondrius pont.

1. Ha f"(x9) <0, akkor az f fiigguénynek az xy helyen lokdlis mazximum-
helye van.

2. Ha f"(xo) > 0, akkor az f figguénynek az xo helyen lokdlis minimum-
helye van.

Példa:

Legyen f(z) = 2% — 12z (lasd az 5.5. 4brat). Mely intervallumokon lesz
csokkend, hol novekszik? Mivel f/(z) = 322 —12, ott lesz csokkend, ahol
322 — 12 < 0, vagyis ahol 2% < 4, tehat —2 < x < 2. A szamegyenes
tobbi részén — tehat ha x < —2 vagy = > 2 teljesiil — monoton nd.
Mindez azt jelenti, hogy két stacionéarius pont van; a 2 és a —2, az

ffffffff 116 3 — 12x

i Y )

— 164

5.5. abra. Az 23 — 12z fiiggvény

el6bbi lokalis minimumbhely, utobbi lokalis maximumbhely. Ez egyrészt
abbdl is kovetkezik, hogy ha a fliggvény —2-ig n6, majd utana csokken,
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a —2 csak lokalis maximumbhely lehet, illetve ha a fliiggvény 2-ig csokken,
majd utdna né, a 2 csak lokalis minimumhely lehet, masrészt f”(x) =
6x, ami pozitiv x-ekre pozitiv, negativ z-ekre negativ.

A minimum érték f(2) = —16, a maximum érték f(—2) = 16. Mind-
két lokalis szélsGértékhely tényleg csak lokalis, hiszen a fiiggvény vehet
fel —16-nal kisebbet (példaul f(—5) = —65), és 16-nal nagyobbat is
(példaul f(5) = 65).

Vegyiik észre, hogy a tétel nem mond semmit azon stacionérius helyekrdl,
melyekben a masodik derivalt 0. Ez a gyakorlatban ritkin, de elGfordul, lasd
az 3 fiiggvenyt (az 5.4. Abran) az origoban. Az ilyen esetekben segithet az
alabbi szabaly.

5.9. Tétel. Legyen f : A — B n-szer deriwdlhatd fligguény, tovdbbd legyen
f®(zg) =0VEk e {1,...,n— 1} esetén.

1.

Ha n pdros és f™(xq) < 0, akkor az [ fiigguénynek az xo helyen lokdlis
mazimumhelye van.

Ha n pdros és f™(z¢) > 0, akkor az f fiigguénynek az x¢ helyen lokdlis
manimumhelye van.

Ha n pdratlan és f(xo) # 0, akkor az f figguénynek az xo helyen
nincs lokdlis szélséértékhelye.

Példa:

Vizsgaljuk meg az f(z) = 1025 — 242° + 152* fiiggvény (lasd az 5.6.
abrat) stacionarius helyeit. Az f'(x) = 60x° — 1202* + 6023 = 602°(x —
1)2 = 0 egyenlet két megoldésa a 0 és az 1. Mivel f”(z) = 300z —
48023 + 1802% = 602%(x — 1)(5x — 3), ezért a masodik derivalt mindkeét
stacionarius helyen 0. Tovabb kell hat derivalni. f®(z) = 12002% —
14402% + 360z, igy f©®)(1) = 120 # 0. Mivel a 3 paratlan szam, az 1
nem szélsGértékhely. Masrészt £ (0) = 0, igy a masik stacionarius hely
vizsgalata tovabbi derivalast igényel. f®)(z) = 360022 — 2880z + 360,
ami azt jelenti, hogy f(4)(0) = 360 > 0, igy a 0 minimum hely. Jelen
esetben konnyti 14tni, hogy a 0 globalis minimumhely is, mert 102° —
2425 + 152* = 2%(102? — 242 + 15) miatt f(z)-et két nem negativ
értéki fiiggvény szorzatara bontottuk. Az z* > 0 nyilvanvalo, mig a
102% — 24x + 15 fiiggvény képe egy felfelé nyilo parabola amely D =
242 —4.10-15 = —24 < 0 miatt nem metszi az = tengelyt.
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1025 — 2425 + 152

1
5.6. abra. Az 1025 — 242° + 152* fiiggvény stacionarius pontjai

5.3.3. Konvexitas és a masodik derivalt kapcsolata

A 4.4. alfejezetben bevezettiik a konvex és konkéav fiiggvények fogalmat,
lokalisan (vagyis intervallumon) is.

Ha szemiigyre vesziink egy konvex és konkav részekkel is rendelkezé fiigg-
vényt, példaul az 5.3. abran lathatot, észrevehetjiik, hogy a konkav részen
csOkken az érinté meredeksége, majd ahogy fiiggvény ,atmegy konvexbe”, az
érint6 meredeksége noni kezd. Egy fliggvény névekedési viszonyait a derivalt
el6jele mutatja, az érinté meredekségét pedig a ugyancsak a derivalt adja,
igy nem meglepd, hogy a konvex és konkav részek megtalaldsdhoz a derivalt
derivaltjat, vagyis a masodik derivaltat kell vizsgalni.

Természetesen beszélhetiink konvexitasrél differencidlhatosag nélkiil is,
de ha a fliggvényliink ,elég szép” (jelen esetben ez azt jelenti, hogy legalabb
kétszer derivalhatod), egyszert sziikséges és elégséges feltételt talalhatunk ezen
tulajdonséag teljesiilésére.

5.10. Tétel. Legyen f : A — B kétszer derivdlhato fligguény.

1. Az f pontosan akkor konvexr a C' C A intervallumon ha f"(x) > 0
teljesil Vx € C-re,

2. az [ pontosan akkor konkdv a C' C A intervallumon ha f"(x) < 0
teljesil Vx € C-re.

Ha egy intervallumon folytonos fliggvénynek van konvex és konkav része
is, sziikségszertien lesz olyan pontja, amely konvex és konkiv rész hataran
van, ahol a fiiggvény ,atmegy konvexbdl konkavba” vagy éppen forditva. Az
ilyen tulajdonsagu pontokroél lesz sz6 az alfejezet tovabbi részében.
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5.5. Definici6. Legyen f : A — B fiiggvény, amely konver a (c¢,d) C A és
konkdv a (d,e) C A intervallumban, vagy forditva, konkdv a (c¢,d) C A és
konver a (d,e) C A intervallumban. Ekkor a d € A pontot inflexids pontnak
nevezzik.

(Lasd az 5.7. abrat.) Az 5.10. tétel miatt nem meglepd az alabbi allités.

konvex g .
inflexio

konkév

5.7. dbra. Konvex és konkav részt is tartalmazo fliggvény

5.11. Tétel. Legyen f : A — B kétszer derivdlhato fiigguény, melynek md-
sodik derivdltja folytonos. Ha az xq € A az f fiigguény inflexios pontja, akkor
f”(l’o) = 0.

A tétel megforditasa nem igaz. Ha f”(x¢) = 0, az xg € A nem biztos,
hogy inflexios pontja az f : A — B fiiggvénynek. Erre lattunk példat az
f(x) = 1025 — 2425 + 152 esetén (lasd az 5.6. abrat). Ott az zo = 0 pontban
a méasodik derivalt 0 volt, mégsem volt inflexi6, hanem minimumbhely. Mi kell
tehat ahhoz, hogy az xo, melyre f”(x¢) = 0, inflexiés pont legyen? Az 5.10.
tételbdl ez is kovetkezik.

5.12. Tétel. Legyen f : A — B kétszer derivdlhatd fliggvény, melynek md-
sodik derwdltja folytonos. Az xy € A pontosan akkor inflexids pontja az
f figguénynek, ha f"(xo) = 0 és e > 0, gy hogy f"(x) < 0 teljesil
Ve € (g —e,29) C A és f"(x) > 0 teljesil V(xog,x9 + €) C A esetén,
vagy forditva, f"(x) > 0 teljesil ¥(xg — €,29) C A és f"(x) < 0 teljesiil
V(zo,x9 +€) C A intervallumon.

Peldak:
1. Az f(x) = 2? fiiggvény (a normal parabola) mésodik derivéltja min-

deniitt 2, igy az egész értelmezési tartomanyaban — a szamegyenesen —
konvex. Igy nincs inflexios pontja.
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2. Legyen f(z) = 2% (lasd az 5.4. dbrat). Ekkor f”(x) = 6x, vagyis a 0-
ban a mésodik derivalt 0 és elGjelet is valt, hiszen a 6x fliggvény értéke
negativ lesz negativ z-ekre, pozitiv lesz pozitiv x-ekre. Ez azt jelenti,
hogy az 23 negativ szdmokra konk4v, pozitiv szamokra konvex, a 0-ban
pedig inflexiés pontja van.

5.3.4. Teljes fliggvényvizsgalat

Ha kozépiskolas ismereteinket kib&vitjiik a differencidlszamitas alkalma-
zasairol itt szerzett ismeretekkel, sok fiiggvényt alaposan megvizsgalhatunk.

A teljes fiiggvényvizsgalat szokasos részei a kovetkezdk: értelmezési tarto-
many, tengelymetszetek, pozitivitasi intervallumok meghatarozasa, paritas,
periodicitas, folytonossag vizsgalata, ahol nem folytonos, illetve az értelme-
zési tartoméany hatarain a fliggvény hatarértékének kiszdmolasa, aszimptotik
(egyenesek, melyekhez tart a vizsgalt fliiggvény), monotonitési intervallumok,
szélséérték helyek meghatarozasa, a fiiggvény menetének vizsgalata (hol kon-
vex, hol konkéav), inflexiés pont meghatéarozasa, a fliggvény grafikonjanak
megrajzolasa és végiil az értékkészlet megadasa.

A lépések sorrendje nincs kébe vésve, esetleg néhényat ki is kell hagynunk,
mert kell§ ismeretek hidAnyaban nem tudjuk a megfelel§ szamitast elvégezni.

Példak:
o x? — 627 . . )
1. Vizsgaljuk meg az f(x) = Y fiiggvényt! Ertelmezési tartoméanya
3 _ 6 2 2 -6
R AQ=" o S (24 ) egyenlet megoldasa az x1 = 0 és az

xe = 6, ezek a fiiggvény zérushelyei. A fiiggvény az y tengelyt az f(0) =
0 helyen metszi. Mivel 2?(x — 6) pontosan akkor pozitiv, ha x > 6, ez
a félegyenes a fiiggvény pozitivitasi intervalluma. Minden més esetben
negativ az x = 0 kivételével. Mivel —2 = f(1) # f(—1) = —5 és az
sem igaz, hogy f(1) # f(—1), a fliggvény se nem paros, se nem paratlan.

(Paros egy fiiggvény, ha f(z) = f(—=x), paratlan, ha f(z) = —f(—x)
értelmezési tartomanyanak minden x elemére. Jelen esetben mindkét
tulajdonsag teljesiilésére ellenpéldat adtunk.) A fiiggvény nem periodi-
kus. (Ismertebb periodikus fliggvények a trigonometrikus és tort rész
fiiggvények.) Folytonos az egész szamegyenesen. A fiiggvény hatarérté-

ke az értelmezési tartomény hatarain lim f(z) = ; lim 2?(z—6) = oo
T—r 00 T—r0o0
(00 - 00 = oo miatt) és lim f(z) = 5 lim 2?(z — 6) = —oo, ezért se
T—r—00 T—r00
(globalis) minimuma, se (globalis) maximuma nem lesz. Aszimptotaja
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(olyan egyenes, amihez a fiiggvény tart) nincs, s6t az is vilagos, hogy
az értékkészlet az egész R lesz.

A tovébbiakhoz derivaljuk a fiiggvényt. Mivel f'(z) = 5;(32? — 122) =
sx(x — 4), a monotonitas vizsgalatahoz az alabbi tablazatot készithet-
jiik.
T r<0] z=0 |0<z<4| =4 |z>4
flx) || + 0 — 0 +
f(z) || A~ |lok. max. N lok. min. |

A tablazat harmadik sora tartalmazza a derivalt vizsgalatabol a fiigg-
vényre levont kovetkeztetéseket, nevezetesen a fiiggvény monoton ndé
negativ és 4-nél nagyobb xz-ekre, valamint csokken 0 és 4 kozott. A
lokélis minimum helyen a fiiggvény értéke f(4) = —%, mig a lokalis
maximum helyen a fiiggvény értéke f(0) = 0.

A mésodik derivalt elGjelének vizsgalatat is egy tablazatban foglaljuk
ssze. Mivel f”(z) = $(x — 2), ez esetben egyszerti dolgunk van, a
tablazat onmagaért beszél.

x r<2 | x=2 ] x>2
f// x) _ O +
f(z) || konkav | inflexio | konvex

Az inflexios pontban a fiiggvény értéke f(2) = —%. Ennyi informacio
birtokaban a fliggvényt akar kézzel is felvazolhatjuk. (A pontos grafikon
az 5.8. abran lathato.)

3 — 622

24
5/

ERPYN)
e

3 6 2
5.8. dbra. Az % fiiggvény
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341
2. Legyen f(z) = ? —;_ . A fiiggvény a 0-ban nincs értelmezve, minden

mashol folytonos, nem paros, nem paratlan, nem periodikus. Az x ten-
3

gelyt a —1 helyen metszi. Derivaltja , Igy egy stacionarius pontja

van, a v/2.

x r<0|0<z< V2| =2 |z>2
flx) || + — 0 +
flx) || A~ N\ lok. min. S

A tablazatbol leolvashato, hogy ebben a pontban lokalis minimum van.
Hatéarértékei az értelmezési tartomany hatarain lim f(z) = lim z+
r—+00 r—100

1 1
— = $00, valamint lim f(z) = lim 2+ — = oo. Ez utobbi azt je-
x2 z—0% z—0% x?

lentl hogy a fiiggvénynek az y tengely fuggoleges aszimptotaja. Mivel

lim f(z) —z = lim — = 0, ezért az y = x egyenes az [ fiigg-

r—r+o00 T—+oo :132
vény ferde aszimptotaja lesz a végtelenben és a minusz végtelenben (az

aszimptota az 5.9. abran pirossal lathato). Masodik derivaltja — >0,
x

igy a két részre szakitott fiiggvény mindkét részén konvex.

x r<0 ]| x>0
f"(@) + +
f(x) | konvex | konvex

A grafikont felrajzolva konnyt latni, hogy az értékkészlet a valos sza-
mok halmaza. (Lasd az 5.9. abrat.)

5.3.5. Taylor-polinom

5.6. Definici6. Legyen az f : (¢,d) — B fiiggvény az a € (c,d) pontban
n-szer differencidlhato. Az f fiigguény ,a” pont kéril vett n-edfokid Taylor-
polinomjdn az aldbbi figguényt értyik

- f““)(a)(

k=0

T.(x,a) =

Az n-edfoku Taylor-polinom egy legfeljebb n-edfoka polinom.

5.13. Tétel (Lagrange-féle maradéktag). Legyen f : (¢,d) — B n + l-szer
derivdlhato figguény és legyen T, (x,a) az [ figguény a € (c,d) pont koril
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T2

5.9. abra. Az fiiggvény és jellemz6i

vett n-edfoku Taylor-polinomja. Ekkor

F0(E)

(n+1)! "

f(@) = Th(z,a) =

(r—a

ahol x < & < awvagya <& <.

Példa:

Legyen f(z) = sinz és a = 0. Mivel a sinz derivaltjaibol képezett
fiiggvénysorozat periodikus (4 periodussal): f©(z) = sinz, fM(z) =
cosz, fPA(zr) = —sinz, fO(z) = —cosz, fP(z) =sinz, fO(z) =
cosz, fO(zr) = —sinz, f(x) = —cosuz,..., ezen fiiggvények a = 0
helyen vett értékeibdl képzett sorozat is az lesz: 0,1,0,—1,0,1,0,....
Igy a Taylor-polinom egyszerten felirhato, akar nagy n-ekre is. Legyen

most n = 6. Ekkor T4(x,0) = = — % + %
Adjunk becslést a maradéktagral A képlet szerint sinz — Tg(x,0) =
%‘?8%7. Ha 0 <z < T, ennck abszolit értékét feliilrsl becsiilhetjiik

w\7
—( 27') < 0,0047-tel. Mivel a sin x fiiggvény tetszéleges helyen vett értékét
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megkaphatjuk, ha ismerjiik a fiiggvényt a [0, 5] intervallum elemeire, a

szinusz tetszGleges értékeét legalabb két tizedes jegyre pontosan becsiilni
5

tudjuk az x — a1 + = fliggvény felhasznalasaval.

sinx

|
e

NIE

K<Ll > ] [ =]+

5.10. abra. A szinusz és Taylor kozelitése a 0 koriil

Ha a Taylor-polinomot nagyobb n-re szamitjuk ki, pontosabb becslést
is kaphatunk. Nem lebecsiilendd tény tovabba, hogy mig a szinusz geo-
metriai szarmaztatasiu, kozelit§ fiiggvényének értékeit csupan a négy
alapmitivelet hasznalataval megkaphatjuk.

Megjegyzendd, hogy a kozelités nem egyenletes olyan értelemben, hogy
a Taylor-polinom pontos a-ban, vagyis ami koril felirtuk, mig a-to6l
tavolodva a fiiggvény és a polinom eltérése jelent&sen néhet.

5.3.6. Taylor-polinomok Maximéaval

A Maxima beépitett taylor eljarasat hasznalva egyszeriien kapjuk meg
a kivant kozelitést; az alabbi példaban a sin x fiiggvény x valtozdja szerinti,
0 pont koriil vett legfeljebb 12-edfokti Taylor polinomjat lathatjuk.

(%i1) taylor(sin(x),x,0,12);
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0 23 25 27 29 211
Chol)/T/ x — 6 + 120 5040 + 362880 39916800 +

[WxMaxima tipp}

A wxMaximaban ezt a lehetGséget az ,,Analizis” menii
,LTaylor- és hatvanysor...” almeniijében talaljuk.

5.3.7. Derivalas, mint a folyamatok leirasanak eszkoze

Egyenes vonalt egyenletes mozgas esetén a sebesség (v), az elmozdulés
(s) és az id6 (t) kozti kapesolat v = —. Ha az elmozdulést az id6 fiiggvényében

abrazoljuk, lathatjuk, hogy a sebesség a fiiggvény meredeksége (lasd az 5.11.
abrat).

5.11. abra. Egyenletes elmozdulés az id6 fiiggvényében

Nem meglepd tehat, hogy &altalanos esetben — nem feltétleniil egyenes
vonali egyenletes mozgas esetén — is igaz az, hogy a sebesség a fiiggvény
érint6jének meredeksége, viszont a meredekség pontonként mas és mas lehet
(lasd az 5.12. abrat). Ez azt jelenti, hogy v(t) = s'(f). Hasonloan, egyenes
vonalu egyenletesen gyorsulé mozgas esetén a gyorsulas (a), a sebesség (v)
és az id6 (t) kozti kapesolat a = % Anal6g modon, nem egyenletes mozgas
esetén a(t) = v'(t).

Mindezek jelentdsége tulné a konkrét fizikai interpretécion, hiszen sebes-
ség barmilyen folyamat valtozasi gyorsasagat jelentheti; lehet az inflacié nove-
kedésének sebessége, az oldand6 anyag oldodasdnak sebessége az oldoszerben,
az internetes letoltés sebessége, és igy tovabb.
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5.12. dbra. Nem egyenletes elmozdulés az id6 fiiggvényében

5.4. Feladatok
1. Derivalja az alabbi fiiggvényeket!

(a) —ctg (logy(2~02)3") — 2011
(3 4 1)?sin(3z)
xt + 4tg(sin x)

sin(sin(sin z))
cos(cos x)
(d) 222%sin?(27)

2. Szamolja ki az alabbi fiiggvényhatarértékeket!
e — 1
2

(a) lim
z—=0 T
2
@
(b) lim <

00 2

sin x
im
=037 — 1
(d) lim zln(In(z + 1))

z—0t

1 1
(e) lim (— — = )
>0 \x sinz

3. Hol monoton névekvéek, csokkendek az alabbi fiiggvények? Mik a szél-
s6értékhelyeik? Hol konvexek, konkavak? Hol vannak az inflexiés pont-
jaik? Mik a hatarértékeik az értelmezési tartomanyaik hatarain?

(c)

(a) f(x)=42" —T2* +3
(b) g(z) = zIn’(2) + o
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6. fejezet

Integralszamitas

Az integralszamitas bevezetése két szalon fut. Egyrészt beszéliink hata-
rozott, masrészt hatarozatlan integralrol. A két elméletet a Newton—Leibniz-
formula kapcsolja majd Gssze.

6.1. Hatarozott integral

A hatarozott integral bevezetésének motivacidja a fiiggvénygorbe alatti
teriilet meghatarozasa. A késébbiekben latni fogjuk, hogy az integral sok mas
dologra is jo lesz mint ennek a pusztdn geometriai problémanak a targyalasa,
de addig is lassuk az alapszituaciot.

Eddigi tanulményaink soran teriiletet akkor tudtunk szdmolni, ha a sik-
beli alakzatot szakaszok vagy korivek (esetleg mindkét tipusbol valamennyi)
hataroltak. Nyilvan sziikség lehet mas gérbék altal hatarolt sikrészek tertile-
tének kiszamoléasara is.

6.1.1. Példa, alapfogalmak

Példaként szamoljunk ki egy konkrét fiiggvény, az f(z) = x? gorbéje,
az = tengely és az y = 1 egyenes altal hatarol rész teriiletét. (Lasd a 6.1.
abrat.) Osszuk fel a [0, 1] intervallumot diszjunkt részekre. Az egyszertiség
kedvéért legyenek a részek egyforma hossztuak, ez n rész esetén most % hosszi
intervallumokat jelent. Ezen intervallumok legyenek az egyik oldalai azoknak
a téglalapoknak, melyek a fiiggvényt alulrdl, illetve feliilr6l érintik, vagyis a
téglalapok fligg6leges oldalainak hossza a fiiggvény adott intervallumon vett
minimuma, illetve maximuma.

Mivel f(z) = x? szigortan monoton né a [0, 1] intervallumon, a minimu-
mokat az intervallumok als6, a maximumokat az intervallumok fels§ végpont-
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6.1. dbra. A sikrész, melynek teriiletét keressiik

jai adjak. Ekkor 1 % (%)2 (ami a gorbét alulrdl érinté téglalapok teriileté-
k=1

n

nek Gsszegebol képzett sorozat) lesz az also, az = - (%)2 (ami a gorbét feliil-
k=1
ett

sorozat) lesz a fels koze-

1it6 Osszegek egy-egy sorozata. Ismert dsszefiiggés, hogy > k? = w,

k=1

r6l érint6 téglalapok teriiletének 6sszegébdl képz

igy egyszert szamitéas adja, hogy az also % — %, a felsé Osszeg pedig
(n+1)(2n+1) 1
6n2 - 3"

Mivel az als6 0sszeg mindig kevesebb, a felsé mindig nagyobb mint a goérbe
alatti teriilet, valamint hatarértékeikre ugyanazt a szamot kaptuk, gy tiinik
logikusnak, ha ezt a kozos értéket tekintjiik keresett teriiletnek.

Altalanosan a kovetkezSképpen jarunk el.

6.1. Definici6. Tekintsik az [a,b] intervallumot. Az a = 20 < ... < 2" =
b véges tagbdl dlld sorozatot az [a,b] intervallum egy z beosztisdnak nevezziik.

Az n + 1 tagbdl all6 beosztas n részre osztja az intervallumot.

6.2. Definici6. Legyen z az [a, b] intervallum egy beosztdsa. Ekkor a z beosz-

tds finomsdgdnak a . Iﬁax , (z(k) — z(k’l)) szdmot nevezziik, és 0,-vel jeldlyik.
eil...,n

Esetiinkben egy z, beosztassorozatot generaltunk, ahol §, = % Lathato,
hogy finomsagsorozatunk 0-hoz tart.

A tovabbiakban feltessziik f folytonossagat. Valojaban elég lenne felten-
ni, hogy f korlatos, de akkor a kévetkezd definicibban szerepld minimumok és
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maximumok nem biztos, hogy léteznének, és akkor altalanosabb fogalmat kel-
lene helyettiik hasznalni (infimum, szuprémum). A gyakorlatban legtobbszor
ugyis folytonos, vagy szakaszonként folytonos fiiggvényekkel foglalkozunk.

6.3. Definici6. Legyen f : [a,b] — B folytonos fiigguény. Legyen z az [a,b]
intervallum eqy beosztisa.

A ST (W —2k=Dy  min f(x) szdmot az f fiigguény z beosztdshoz
k=1 we[2(h=1), (4]

tartozo also,

a S (20 — k=Y max  f(x) szdmot az f fiigguény z beosztdshoz
k=1 ze[2(k=1),2(k)]

tartozo felsd
integralkozelitd dsszegének nevezziik és 1.-vel, illetve 1,-vel jeloljiik.

Tulajdonképpen az intervallumokon felvett fiiggvényértékek minimumat,
illetve maximumat szoroztuk az intervallumok hosszéval, igy a gorbét alulrol,
illetve feliilr6l érinté téglalapok teriiletének Osszegét kaptuk. A minimum és
a maximum a 4.30. tétel miatt mindig létezni fog.

6.1. Tétel. Legyen f : [a,b] — B folytonos figgvény. Legyen z, az [a,b]

intervallum beosztdssorozata, melyre lim 6,, = 0. Ekkor 31 = lim I, =
n—oo n—oo ——

lim 7, .

n—o0

A tételbdl lathatod, hogy nem sziikséges megvizsgalnunk minden megfe-
lel§ beosztassorozatot; elegendd ha egy esetében sikeriil az als6 vagy fels6
integralkozelitd Osszeg sorozat hatarértékét kiszamolni.

6.4. Definicié. Az I = lim I,, = lim I, szdmot az f folytonos fiigguény

[a,b] intervallumon vett hatdrozott (Riemann) integrdljanak nevezzik. Jeld-

b
lés: I = /f(x) dx.

1

1
Konkrét példank eredménye 1j jel6lésiinkkel tehét: / 22 dr = 3
0
Az als6 integralkozelité Osszegek szdmitasa soran keletkezs téglalapokat
a 6.2. abran lathatjuk. Ez val6jaban egy animacié, ami az n = 2,...,50

szituaciot mutatja.

Konnytd latni, hogy mar kicsit is bonyolultabb fliggvény esetén az ilyen
— definici6 szerinti — szamolés komoly nehézségekbe iitkdzhet. Mas modszer
utan kell hat nézniink. ElGtte azonban ismerjiink meg néhany hasznos tételt.
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1 T

1 /xde%O,l%

1

K<l ] [= o]+

6.2. abra. Also integralkozelit Osszegek sorozata

6.1.2. Egyszeri tételek a hatarozott integralra
6.2. Tétel. Legyen f : [a,b] — B folytonos fiigguény és legyen v € (a,b).

Ekkor ]f(x)dw+/bf(x)dx:/bf(m)dx.

6.3. Tétel. Legyen f : [a,b] — B folytonos figguény és m < f(x) < M

b
teljesil Yz € [a, b esetén. Ekkor m(b—a) < /f(a:) dx < M(b— a).

6.4. Tétel. Legyen f : [a,b] — B folytonos figgvény és legyen G(x) =
/f(t) dt, ahol x € (a,b]. Ekkor G derivdlhatd, és G'(x) = f(x) teljesiil
Vo € (a,b] esetén.

A tételben szerepld G fiiggvényt integralfiiggvény néven szoktak emleget-
ni.
6.2. Hatarozatlan integral

A legutobbi tétel mar sejteti, hogy fontos kapcsolat lesz a differencial és
integralszamitas kozott. ElGszor azonban meg kell ismerkedniink a hatéro-
zatlan integral fogalmaval.
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6.2.1. Bevezetés

6.5. Definici6. Legyen [ : [a,b] — B figgvény. Ha F'(x) = f(x) telje-
sil Vx € [a,b] esetén, az F figguényt az f fiigguény primitiv figguényének
nevezzik.

Példak:

1. Mivel (sinz) = cosz, ez azt jelenti, hogy cosx primitiv fiiggvénye a
sin x.

2. De (3+sinx)" = cosz is igaz, igy a cos x fliggvénynek primitiv fiiggvénye
a 3+ sinx is.

Ko6nnyt latni, hogy ha F(x) primitiv fiiggvénye a f(z) fiiggvénynek, akkor
Ve € R esetén F(x) + c is primitiv fiiggvénye f(x)-nek. Belathato, hogy
méas primitiv fiiggvénye nincs intervallumon értelmezett f(x)-nek. Mas tipu-
s értelmezési tartomannyal rendelkez6 fiiggvények primitiv fiiggvényei nem
feltétleniil csak konstanssal térnek el egymastol; olyan fiiggvényekkel nem
foglalkozunk.

Felmeriil tovabba a kérdés, mindig létezik-e egy intervallumon értelmezett
fiiggvénynek primitiv fiiggvénye. Sajnos nem, viszont igaz az alabbi tétel.

6.5. Tétel. Legyen f : [a,b] — B folytonos fiigguény. Fkkor létezik primitiv
fiigguénye.

6.6. Definicio. Legyen f : [a,b] — B figgvény. Ha F'(x) = f(x) teljesiil
Vo € [a,b] esetén, az F(x) + c fligguények osszességét az f figguény hatdro-

zatlan integraljanak nevezzik. Jelolés: | f(x)dx = F(x) + c.

6.2.2. Alapintegralok, elemi tételek

Szeretnénk minél tobb fliggvény hatarozatlan integraljat megkapni. Ehhez
elgszor nézziik néhany alapfiiggvény hatérozatlan integraljat. Ezek a szabéa-
lyok konnyedén ellenérizhetGek derivalassal.

6.6. Tétel (Alapintegralok).

:L,a+1
1. /xadx—a+1+c, ha a # —1,

1
2. /—dlen\x]—l—c,
T
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a*dr =

3.

4. [efdr=¢e"+c,

5.

sinxdr = —cosz + ¢,

7. r = —ctgz +c,

Sln l’

. dr =tgz + c,

9. [tgdr =—In|cosz|+c,

/
/
/
iE
e
/

10. /ctgdw =In|sinz| + c.

6.7. Tétel (Integralasi szabalyok). Ha az aldbbi hatdrozatlan integrdlok lé-
teznek a vizsgalt intervallumon, akkor

1 /f(x)ig(x) dx:/f(x) dmj:/g(x) d,
2 [k sy = [1@n

3. /f’(x)fa(x) dr = fZJr_'l_(:lB) +c¢, ha a # —1,

=ln|f(z)|+c.

Példak:
costx
4

1. /BSinxcos3x+5a:3dx:3/Sinxcosga7dx+5/x3d$:—3 +

4
x
5— +c. Az Osszeg integraljat szétirtuk integralok Osszegére, a konstan-

sokat kiemeltiik az integraljelek elé, majd az elsG tagra alkalmaztuk az
f'f* tipusnal tanultakat. A masodik tag (az z*) alapintegral.

1 2 1
2. /ﬁi 1d$ -3 / xQ—j_ldx =5 In |z% + 1| + c. A megfelels konstans

kiemelése utan f’/f tipust integralt kaptunk.
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6.8. Tétel (Linearis helyettesités). Ha /f(x) dr = F(x) + ¢, akkor Ya €

F b
R\{0} és Vb € R esetén /f(ax +b)dx = Flaz+b) +c.
a
Példa:
(20+4)3 Y
. 4
/\3/2x+4dx: ; +c:(xT—i_)3+c.

6.9. Tétel (Parcialis integralas). Ha f,g : (a,b) — C differencidlhatéak és
az aldbbi hatdrozatlan integrdlok léteznek (a,b)-n, akkor

/ f(@)d (@) dz = f(x)g(z) — / F@)g(e) d.

Ez a formula akkor hasznos, ha a bal oldalon 1év§ fliggvény integralja he-
lyett valamiért jobban boldogulunk a jobb oldalon keletkezett integrallal. Jol
hasznalhaté a parcialis integralas a polinomszor trigonometrikus, polinom-
szor exponencidlis, trigonometrikusszor exponenciélis fiiggvények hatarozat-
lan integraljanak kiszamolaséra.

Példak:
1. /:csinxdx = z(—cosx) — /1(—(:08:1:) dx = —xcosx +sinz +c,

2. Ha a polinom n-ed foku, a parcidlis integralast n-szer kell alkalmazni.

(22 — 3z — 1)2% " dy = (20 — 3 1)2335+7 (4 3)23x+7d =
S Y P M T

) 23:(:+7 23:c+7 23x+7 )
212 — 31 — 1 ((r—3) o — (4 dr) = (22> —
(227 =3r =Dy <( T3 By / (31n2)2 x) (22

231’-&-7 23x+7 23;t+7
31— 1 — (42 -3 —4 .
S ETh <( T Gy (31n2)3)+c

Az eljaras soran figyelni kell arra, hogy ,, jobbra haladva” mindig a poli-
nomot derivaljuk, igy annak fokszama minden 1épésben eggyel csokken.

1
3. /ln:cdx = /1lnxdm =zlnr — /—xdx =zhr—x+c
x
Sajnos szorzat, hanyados vagy Osszetett fiiggvény hatarozatlan integralja-
nak kiszamolasara semmilyen altaldnos formula nincs. Ez nagyon megnehe-
zitheti az integralast. Mig egy atlagos, elemi fliggvényekbdl az alapmiiveletek
segitségével véges lépésben képzett fiiggvény derivalasa csupan gyakorlat (és
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id6) kérdése, addig hatarozatlan integraljanak meghatarozasa nagyon bonyo-
lult lehet, legtobbszor egyedi triikkoket igényel, vagy akar klasszikus értelem-
ben nem is megoldhato.

Példaul az e~ fiiggvénynek létezik a hatarozatlan integralja, de nincs
elemi fliggvényekkel kifejezhets primitiv fiiggvénye.

6.3. Newton—Leibniz-formula

A hatéarozott integral jol alkalmazhato fiiggvénygorbe alatti tertilet szami-
tasara. Azt is lattuk azonban, hogy a definicié szerinti szamolas csak nagyon
egyszeri esetekben lehetséges komoly nehézségek nélkiil. A kovetkezd tétel
a hatarozott integral szamolasat a hatarozatlan integrallal valé szamolasra
vezeti vissza.

6.3.1. A tétel

6.10. Tétel (Newton—Leibniz-formula). Legyen f : [a,b] — B folytonos
figguény és jelolje F az f primitiv fligguényét. Ekkor

b
/f(x) dx = F(b) — F(a).

Az F(b) — F(a) kiilonbségre hasznalatos még az [F(z)]" jelolés.

Példék:
o R C R (LA
1. /x2 dr = {5]0 =33 =3 ahogyan azt a definicio szerinti
szamolassal is megkaptuk.

e

1 : 2
2. / de = / L dr = [In|Inz|] = In|lne*| — In|lne| = In2,
Inx

zlnx

2 e2

e e
hiszen az integral f'/f tipust volt.

6.3.2. Improprius integral

Hatarozott integralokbol képzett sorozatok hatarértékének segitségével
értelmezhetjiik egyes nem korlatos fiiggvények hatarozott integraljat, korlatos
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fiiggvények hatarozott integraljat nem korlatos intervallumon, esetleg nem
korlatos fiiggvények hatarozott integraljat nem korlatos intervallumon.
Az ilyen integralokat nevezziik 6sszefoglalé néven improprius integralnak.
Lassuk el6szor a korlatos intervallumon nem korlatos fiiggvények esetét.

6.7. Definicio. Legyen f : [a,b) — R nem korldtos, folytonos fiigguény és
a <y <b. Legyen ekkor

b v

[f@de= im [ f(@)as

y—b
a a

hatdrérték, ha létezik.

6.8. Definicié. Legyen f : (a,b] — R nem korldtos, folytonos fiigguény és
a <y <b. Legyen ekkor

b

fre dﬂ”n&%/f

a

hatdrérték, ha létezik.

Példak:
1
L/
0

% ¢1—_x o= [~2v/=a]y = lim —2v/=7 - (-2/~(-9)) =

y—0~

SHE

dr = [In|z|)}y =In1— lim In|y| =0 — (—o00) = oco.
~—0t

Kovetkezzenek a nem korlatos intervallumon korlatos fliggvények hataro-
zott integraljanak definicioi.

6.9. Definicid. Legyen f : [a,00) — B korldtos, folytonos fliggvény és a < .
Legyen ekkor

Y—00
a

o0 v
/f(x) de = lim [ f(z)dx
hatdrérték, ha létezik.
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6.10. Definicio. Legyen f : (—oo,b] — B korldtos, folytonos figgvény és
v < b. Legyen ekkor

Y——00
Y

b
/f(x) de = lim [ f(z)dx

hatdrérték, ha létezik.

Példak:

1
1. /—dx:[ln]:c\](fo: lim In|y] —Inl=o00—-0 = 0.
X Y—00
1

—4
1 1174 1 , 1 1 1
abrat.)
1
22

_4‘

1
6.3. abra. Az ) fiiggvény alatti teriilet a (—oo, —4] félegyenesen

6.3.3. Teriuletszamitas

Ki akarjuk szamolni, hogy a sin z fiiggvény és az x tengely mekkora teriile-
tl részt zar kozre a [0, 27| intervallumon. Altalanos esetben, amikor egy integ-
ralhato fiiggvény és az x tengely &ltal kozrezart teriiletet akarjuk kiszamolni,
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sziikség van a fiiggvény zérushelyeire, hiszen ilyenkor két zérushely kézott in-
tegralunk. A zérushelyek a szinusz fiiggvény esetén (x = kr, k € Z) kozismer-
tek. A kiszamolando teriilet a 6.4. Abran lathato zold és piros rész teriiletének
osszege. Ismert, hogy sin x szimmetrikus (t6bbek kozott) a (0, 7) koordinata-
ji pontra, igy a keresett teriilet a sin x fiiggvény és az  tengely altal a [0, 7]

intervallumon kozre zart (zold szinnel jelolt) rész teriiletének kétszerese lesz.
™

Mivel /sinxdx = [—cosx]; = —cosm — (—cos0) = —(—1) — (—1) = 2, a
0

sin x
| vﬁ

6.4. abra. A szinusz fiiggvény 0 és 27 kozott

keresett teriilet 4 lesz. Most szamoljuk ki az integral értékét a [0, 27] interval-
2m

lumon: /sinxdm = [~cosa])" = —cos2m — (—cos0) = =1 — (1) = 0. Ez
0

hogy lehet? Ugy, hogy az integral a fiiggvénygorbe alatti elGjeles teriilet, vagy-

is ha vizsgalt rész az x tengely alatt van, nem a teriiletét, hanem annak —1-
2w

szeresét kapjuk. Valoban, /sinxdx = [~cosa]”" = —cos2m — (—cosT) =
—1 — (—(—1)) = —2, ami megfelel a 6.2. Tétel elvarasanak.

Mi a helyzet két altalanos (integralhato) fiiggvény altal kozbezart terii-
lettel? El6szor meg kell keresniink metszéspontjaikat, majd koztiik kell integ-
ralni a fliggvényeket. A kozbezart teriilet a fels§” fliggvény alatti teriiletbél
kivont ,alsd” fiiggvény alatti teriilet lesz. A 6.7. Tétel 1. részének kivonésra
vonatkozo fele miatt a keresett teriilet a fliggvények kiilonbségének integralja
lesz.

Bonyolithatja a helyzetet, ha a két fiiggvénynek tobb metszéspontja is
van. Ekkor a szomszédos zérushelyek kozotti darabokat kell figyelniink.
2?4+ 2%+ 3z +1

241

Konkrét példankban keressiik az és az 12 +x+1 fiiggvé-

P+ 22+ 3+ 1
2?2 +1
zt+ 2% — 2z = x(x — 1)(2® + £ +2) = 0 egyenletre jutunk, melynek két valos

nyek kozotti teriilet. Az = 22+ 2+ 1 egyenletet rendezve az
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> +x+1
2? + 2%+ 3z + 1
2 +1
1
. B +r+1 5 . e
6.5. abra. Az és az v + = + 1 fiiggvények kozotti teriilet

|

gyoke van, a 0 és az 1. A szituaciot lasd a 6.5. abran. A két fiiggvény kii-
34+ 2%+ 3r+ 1 (4o 1) —at — 2%+ 22 2 21
—(r* 4= = =—x
x2+1 x2+1 2 +1
2 3 !
Y dr= —x—+1n|x2—|—1| =
x2+1 3 0

lonbségére

adodik, ezért a keresett teriilet /—352 +

13 ) 0 ) 1
—§+ln]1 +1] - —§+ln\0 + 1] :—§+ln2%0,35981esz.

6.3.4. Forgastest térfogata

Az integralszamitas szamos egyéb alkalmazéasai koziil egyet mutatnank
be, a forgastest térfogatanak kiszamitésat. Forgastestet szemléletesen ugy
szarmaztathatunk, hogy egy f : A — B egyvaltozos fiiggvényt ,megforgat-
juk” sikjanak valamely egyenese koriil. (Valojaban nem minden forgastestet
lehet ily modon — fiiggvény forgatasaval — elgallitani. )

6.11. Tétel. Legyen f : [a,b] — B folytonos figgvény, ahol B C [0,00).
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Legyen a forgdstengely az x tengely, ekkor a keletkezd forgdstest térfogata:
b
V = 7r/f2($) dz.

Példankban az f(z) = v/1 — 22 fliggvényt — aminek képe egy egység su-
garu félkor — forgatjuk az x tengely koriil (lasd a 6.6. abrat).

1
\ 1_1‘2
1

K<Ll > [SH] [t +]

6.6. abra. A /1 — 22 fliggvény forgatasa az = tengely koriil

A keletkezett egység sugari gomb térfogata:

1
371 3 3
1 1 4
vzw/l_mxzw[x_%}_lzﬁ(l_g_(_1_< 3) )):%
1

Ko6nnyii latni, hogy ha az f(z) = V1?2 — 22 fiiggvényt forgatjuk meg az x

tengely koriil, ahol » > 0 paraméter, a keletkezett r sugart géomb térfogata
T 4 3

V:W/T2—$2dl‘: i

-r

, ami a gébmb ismert térfogatképlete.

6.4. Integralas Maximaval

Lattuk a korabbiakban, hogy csak bizonyos tipusokba tartozéd fliggvé-
nyeknek tudjuk megkeresni a primitiv fiiggvényét. A f6bb tipusokat a Maxi-
ma is ismeri. Ilyenek az f'/f, az f'f* (ahol o # —1), a parcialis integralassal
megoldhato feladatok, vagy ismertebb helyettesitési triikkokkel kiszamolhato
integralok.

139



A szintaktika — ahogyan mar megszokhattuk — tiszta, vilagos logikaju.
Nézziink egy példat. Szamoljuk ki:

N
1+2\/_

(%11) integrate(sqrt(x)/(x+2*sqrt(x)),x);

(ho1) 2 (yxr —2log(vx +2))

Hat igen, a ,,+c”. Az hianyzik.
A hatérozott integralt sem til meglepGen kapjuk.

/_dx

(%12) integrate(exp(1/x)/x"2,x,1,2);
(%02) %e — vV%e

Elsfordulhat, hogy a Maxima nem tud mit kezdeni a fiiggvényiinkkel.
Amint lathattuk, ez sokszor nem a Maxima hidnyossaga.

sin %
dx
x

(%13) integrate(sin(1/x)/x,x);

sm

(%h03) [ —=*

Természetesen ilyenkor hatarozott integralt sem kaphatunk, legaldbbis a szo-

kott modon. ,

sin 1
/ L dx
x
1
(%i4) integrate(sin(1/x)/x,x,1,2);

2 sm

(%o04) f dx

z

De nem kell megijedni, ilyenkor is eredményre juthatunk. Erre valo (példéaul)
a romberg fliggvény, mely egy ismert kozelits eljarassal szamol hatarozott
integralt.
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(%15) romberg(sin(1/x)/x,x,1,2);
(%05) .4529753189474722

Szamolhatunk improprius integralt is, feltéve ha létezik.

1
1

(%16) integrate(1/x72,x,1,inf);
(%06) 1

Mi a helyzet a kovetkezé integrallal?

1
/—dac
x
1
(%i7) integrate(l/x,x,1,inf);

defint: integral is divergent.
-- an error. To debug this try: debugmode(true);

Igazabol az integral ennél a példandl — ahogy az korabban lattuk is — végte-
lennel egyenld.

[wxl\/[axima tipp}

A hatarozatlan és a hatarozott integral szamolasara is
alkalmas integrate eljards — nem meglepé modon — a
wxMaxima, ,,Analizis” meniijének ,Integralas...” almenii-
jében kapott helyett. Az itt felbukkané ablakban van
lehetdségiink a romberg kozelité modszer kivalasztasara
is.

6.5. Folyamatok leirasa és az integralas

Egyenes vonali egyenletes mozgas esetén az elmozdulas (s), a sebesség (v)
és az 1d6 (t) kozti kapesolat s = vt. Tlyenkor a sebesség az id6 fliggvényében
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allando. Lathatjuk, hogy a kezdeti allapottol (¢ = 0) a végallapotig (¢1) az
elmozdulés a fiiggvény alatt 0 és t; kozott keletkezett téglalap teriilete (lasd
a 6.7. abrat).

t

~+

6.7. dbra. Egyenletes sebesség az id6 fliggvényében

Altalanos esetben — nem feltétleniil egyenes vonali egyenletes mozgés

esetén — az elmozdulas ¢y és t; id6pillanatok kozott a fliggvénygorbe alatti
t1

teriilet lesz, (lasd a 6.8. 4brat), ami azt jelenti, hogy s = /v(t) dy.

to

to t1 t

6.8. 4bra. Nem egyenletes sebesség az id6 fiiggvényében

6.6. Feladatok

1. Szamolja ki az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat!
(a) Va2y/a3
(b) we®®

622 + 8
(c) 3 + 4z
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(d) (e* + z)(2e” + 2?)°
(e) % +In(2z + 1)

2. Szédmolja ki az aldbbi hatarozott integralokat!

(a) /lé/ﬁx/ﬁdx

jus

2

(b) / Sm(fx) dx

sin“ x

w3

™

(c) /a: sin(2x) dx

™

(d) / (37 + cos ) <x2 + gsin x) 7 da

0
3

o
(e) !W +tg(—x + 3m) dx

3. Szamitsa ki az alabbi fiiggvények altal hatarolt idomok teriiletét!
(a) 22 —br+3, -z +2 -1

(b) V. 5+

— X
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7. fejezet

Differencialegyenletek

7.1. Bevezetés

Amikor eddigi tanulmanyaink soran egyenlettel taldlkoztunk, az ismeret-
len valamilyen szam volt. De lehet ismeretlen fiiggvény is.

Az ebben a fejezetben szerepld fiiggvényekrdl feltételezziik, hogy valamely
intervallumon (esetleg intervallumok véges uniojan) értelmezett valos értékii
fiiggvények.

7.1. Definicié. Az olyan egyenleteket, melyekben az ismeretlen a fiigguény,
fiigguényegyenleteknek nevezziik.

7.2. Definicié. Ha az ismeretlen fiigguénynek a derivdltja is szerepel a fiigg-
vényegyenletben, differencidlegyenletrdl beszéliink.

Példa:

Egy egyszerii differencidlegyenlet példaul az f'(z) = 1 fiiggvényegyen-
let. Az Osszes megoldast ez esetben az 1 integralasaval kapjuk, ez az
f(x) =z + ¢ fiiggvénysereg”, hiszen c tetszbleges valos szam lehet.

7.3. Definici6é. Ha a differencidlegyenletben szerepld ismeretlen fiigguény eqy
vdltozds (ahogy az ebben a jegyzetben tdrgyalt fiigguények is), kozinséges dif-
ferencidleqyenletrdl beszélink.

7.4. Definicié. n-edrendinek nevezziik a differencidlegyenletet, ha a ben-
ne szerepld ismeretlen fligguénynek legfeljebb az n-edik derivdltja szerepel az
egyenletben.

Példa:
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Az f"(x) = 0 példaul egy harmadrendi differencidlegyenlet. Kénnyt
latni — a 0-t haromszor integralva —, hogy az 6sszes megoldas az Gsszes
f(x) = 12 + oz + c3 alaki fiiggvény, ahol ¢y, ¢o, c3 konstansok tetszé-
leges valds szamok.

A megoldasok legtébb esetben tartalmaznak legalabb egy tetszéleges kons-
tanst. Ez a differencidlegyenlet &ltalanos megoldésa. Ha adott valahol az
ismeretlen fliggvény, esetleg — magasabb rendd differencidlegyenlet esetén —
annak valahanyadik derivaltjanak vagy derivaltjainak értéke, kezdetiérték-
problémérol beszéliink. Ilyen esetben a megoldo fiiggvény sok esetben egy
konkrét — tigynevezett partikularis — megoldas (a fiiggvénysereg helyett).

Példa:
Az altalanos megoldasbol konnyt latni, hogy a f'(z) = 1, f(0)
)

kezdetiérték-probléma egyetlen partikularis megoldésa az f(x
fiiggvény.

+

Ko6zonséges differencidlegyenletek esetén gyakran szokas az ismeretlen fligg-
vényt y-nal jelolni, tehat példaul az f'(x) = 1 jelolés helyett inkdbb az
y'(x) = 1, vagy még rovidebben az 3y’ = 1 jelolést hasznéljak.

A tovabbiakban kizarolag elsérendt, kozonséges differencidlegyenlettel
foglalkozunk, azok koziil is csak néhany nagyon specilis tipussal.

7.2. Szétvalaszthatd valtozoju differencidlegyen-
letek

7.5. Definicié. A differencidlegyenletet akkor nevezziik szétvdlaszthatd vdl-
tozdjinak — mds néven szepardbilisnek —, ha felirhaté y' = f(x)g(y) alakban,
ahol az y az ismeretlen fligguény és x a vdltozoja.

7.2.1. Ekvivalens integralegyenletek

Amennyiben g # 0, a szétvalaszthaté valtozoja differencidlegyenlet meg-
. . 1 , . :
oldasa egyet jelent az | — dy = [ f(x)dx tgynevezett ekvivalens integ-

9(y)

ralegyenlet megoldasaval. A kapott megoldéas helyességét természetesen az
eredeti egyenletbe vald visszahelyettesitéssel ellenérizhetjiik.

Példa:
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Oldjuk meg a xy’ = 7y?, y(1) = 2 kezdetiérték-probléméat. Az egyen-
1 7

lettel ekvivalens integralegyenlet ekkor / —dy = / —dx alaka. Az
Yy x

integralasokat elvégezve a —— = Tln|z| + ¢ egyenletet kapjuk. In-
)

nen y-t kifejezve y = adodik altalanos megoldasnak. Mi-

Tln|z| + ¢
—1
vel m = 2, c-re —§—et kapunk, igy a kezdetiérték-probléma
2
partikuléris megoldésa Y = m

7.3. Szoveges feladat

Differencidlegyenleteteket szamtalan gyakorlati probléma — példaul geo-
metriai, fizikai, kozgazdasagtani — megoldasa sordn kaphatunk.

Példa:

A jégkorong mozgasa lassul a jég ellendllasanak hatasara, amely egye-
nesen ardanyos a korong sebességével. A korong kezdGsebessége 57, se-
bessége 2s milva 37 lesz. Mikorra csokken a sebesség 177-ra? Mekkora
utat tud megéllasaig a korong megtenni?

A differencialegyenlet a kovetkezd: v'(t) = kv(t), ahol k aranyossagi té-
nyezG. Ez egy szeparabilis differencidlegyenlet. Ennek ugyan megoldasa
lenne a v = 0 fiiggvény, de az eredeti kezdetiérték-problémanak mar
nem, igy nyugodtan feltehetjiik, hogy v # 0. Igy a differencialegyen-

lettel ekvivalens integralegyenlet az alabbi: | —dv = | kdt, ahonnan
v

In|v| = kt + c. Innen az egyenlet altalinos megoldasa v(t) = ekite

(hiszen v(t) > 0 miatt az abszolat érték jel elhagyhato), egyeldre isme-
retlen aranyossagi tényezGvel.

Mivel v(0) = 5, igy e© = 5, tehat v(t) = 5e*. Masrészt 3 = v(2) = 52,

a1 oy b
ahonnan e = (5)2, vagyis v(t) = 5 - (g)2 az egyenlet partikularis

5
megoldasa.

ol

A keresett id6t az 5 - (%) = 1 egyenletet megoldva kapjuk, ami ¢t =

In0, 04
nog ™ 6, 30(s).
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A megtett utat az alabbi (improprius) integral szolgéltatja:

T T /3\% @21 10
Hdt= [5-[=) dt=5 2 =0— —— ~19.58
/”< ) / (5) [%1110,6]0 o6 = 10580m)

0 0

7.4. Linearis differencialegyenletek

7.6. Definicio. Azy' = f(x)y+g(x) alaki differencidlegyenletet (kozonséges,
elsdrendd) linedris differencidlegyenletnek nevezzik, ahol y az ismeretlen, x
vdltozos fligguény.

Altalaban feltételezziik az f és g fiiggvények folytonossagat.

7.7. Definici6. Tekintsik azy = f(x)y + g(x) alaki linedris differencidl-
egyenletet. Ha a g fligguény azonosan 0, homogén linedris differencidlegyen-
letrdl beszéliink, minden mds esetben az egyenlet inhomogén.

Konnyt latni, hogy a homogén linearis differencialegyenlet szétvéalasztha-
t6 valtozoja.

7.4.1. Konstans varialasa

Inhomogén lineéris kozonséges elsérendii differencidlegyenletek megoldé-
sat az ugynevezett ,konstans varidlasa” nevli moédszerrel mutatjuk be, egy
konkrét példan.

Az egyenlet megoldasa a homogenizalt egyenlet (y = f(x)y) altalanos
megoldaséanak és az eredeti inhomogén egyenlet (y = f(x)y + g(z)) egy
konkrét, tetszdleges konstanst nem tartalmaz6, més néven partikularis meg-
oldasanak Osszege lesz.

Példa:

Oldjuk meg az y'z + y = cos z differencidlegyenletet!

1 cos T
Ha az egyenletet az ¢y = ——y +

alakra rendezziik, lathaté hogy

X
inhomogén lineéris differencidlegyenletrsl van szo.

1
Els6 lépésben oldjuk meg az Y/ = —=Y, tgynevezett homogenizalt

valtozatot, tehat az eredeti egyenletbdl g(z) elhagyasaval keletkezd
szétvalaszthato valtozoja differencidlegyenlet, ahol Y fiiggvénye x-nek.
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Lathato, hogy az Y = 0 fiiggvény megoldasa lesz ennek az egyenlet-
nek. Tegyiik fel most, hogy Y # 0. Az ekvivalens integralegyenlet ek-

kor: v dY = — [ —dx. Mindkét oldalt integralva azt kapjuk, hogy
x

In|Y| = —In|z| 4+ ¢, ahonnan e = |2Y| addodik. Mivel e tetszéleges
pozitiv szdm lehet, az abszolut értéket elhagyva kapjuk, hogy xY tet-
sz6leges pozitiv vagy negativ szam lehet. De mivel Y = 0 is megoldas,
a homogenizalt egyenlet Gsszes megoldasa a C' = zY, vagyis ¥ = —

x
alakba irhato, ahol C' € R tetszdleges.

A konstans varialasa azt jelenti, hogy az eredeti egyenlet egy partikula-
C(z)

ris megoldasat ilyenkor a (homogenizalt megoldasbol ereds) Yy =

alakban keressiik (ahol Yy is z fliggvénye.). Ez a megoldas méasodik 1épé-

C(x)\’ C(x)

se. Behelyettesitiink tehat az eredeti egyenletbe: ( T+ =

x x
cosz. Végezziik el a derivalast, majd a kapott kifejezésbdl fejezziik ki
C’(x)-et. Fontos megjegyezni, hogy C(x) minden inhomogén egyenlet
C’ -C C
esetén ki fog esni a szdmolas soran. Tehat (z)e 5 (x)x + (z) =

x T
cos x, ahonnan C’(x) = cosz. Innen a C'(x)-et integralassal kapjuk meg.

Jelen esetben ez [ cosx dr = sinx. Eztttal egy konkrét fliggvényre van

sziikségiink, ezért hagytuk el a +c-t a hatarozatlan integralas ,végérdl”.
Mindezeket Osszegezve az eredeti egyenlet egy partikuléris megoldésa

sinx
tehat Yy =

Utolso 1épésben megadjuk az egyenlet 6sszes megoldasat. Ez a homogén

egyenlet altalanos megoldésanak és az inhomogén egyenlet partikularis
: C +sinz
megoldasanak Gsszege, vagyis y = Y + Yy = ——, ahol C tetsz6-
x

leges valos szam lehet.

7.5. Differenciadlegyenletek megoldasa Maxima-
val
Szeparabilis és linearis kozonséges differencidlegyenletet a Maxima az

ode2 fiiggvény segitségével old meg. Példankban legyen a megoldandé egyen-
let a kovetkezd:

y +ry=a’
(%11) ode2(’diff(y,x)+x*y=x"3, y, Xx);
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: 24 o
(%o1) y=e = (%‘F%C)

A kapott kifejezést természetesen egyszertibb alakra is hozhatjuk.

(%12) expand (%) ;

ac2

(%02) y=%ce 7 +2%—2

Amennyiben az elsérendd, kozonséges differencidlegyenletet egyben kez-
detiérték-probléma is, hivjuk meg a ic1 eljarast az ode?2 fiiggvény hasznalata
utan. Tehat az el6z6 egyenlet megoldasa az y(0) = 1 feltétel mellett a kovet-
kezG:

(%i3) icl(%o2, x=0, y=1);

(%03) y=e% ((3:2 _9)eT + 3)

Ez egyszertibb alakra hozva:

(%14) expand (%) ;

1,2
(%04) y=3e 7 +a?—2

[wxMaxima tipp]

wxMaxima hasznalatakor az ode2 és az icl eljarasokat
is az ,FEgyenletek” meniiben talaljuk. Elgbbit a ,Diffe-
rencidlegyenlet megoldasa...”, utobbit a ,Kezdetiérték-
probléma (1)...” almenii kivalasztasaval érhetjiik el.

7.6. Feladatok

1. Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenleteket!

(a) (1+sinz)y =ycosx
(b) 2%y — 2y = —1

2. Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémakat!
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2 _ 2 _
(a) 3y = M7 y(0) =0

(b) (x+ 1)y = (z+1)°+y, y(1) =4
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8. fejezet

Feladatok megoldasa,
végeredmények

8.1. Bevezetés a Maxima hasznalatiaba

1. (a) 1
(b) 100
() 5
(d) 25
(e) 5
(f) 4
b —a?
2.
(a) —
(b) 1
3. (a) T +km keZ
(b) km, keZ
4. (a) x=0,y=1
(b) =2, y=1t, z=1t+ 2, ahol t € R tetszsleges.

8.2. Sorozatok

1. (a) szigortan monoton né, 1 < a, < 3, a, — 3, ny = 498

13
(b) nem monoton, —5 < a,, < = b, =1, ng=9
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2 1

(c) szigortian monoton csokken, —3 <cp, < —5 o — —5 o= 4
(d) nem monoton, —1 <d, <1, d, — 0, ng =100

(e) szigortian monoton né, —1 < e, <0, e, — 0, ng = 50
(a) —oo

(b) 0

(c) 3

(d) 0

(e) 64

(f) e2

(g) oo

(bh) 1

16
63
az Osszeg nem létezik (divergens sor)

Fﬁggvények

a
b

(a)
(b)
(c)
(d)

)

d

[\p|o1©©l\3<‘0

(e
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8.9.

Differencialszamitas

()

(b)

1
sin®(log, (77023)3¢") .

1 xT x
<—(—0, 23)z 123" + log,y (z79?%)3%" In 3 - e“:)

x=0231n 2
(2(2® 4+ 1)32? sin(3x) + (2 4+ 1)? cos(3x)3) (z* + 4tg(sinz))
(x* + 4tg(sinx))?
(2 + 1) sin(3x) (408 + Leemes )
(x* 4 4tg(sinz))?
cos(sin(sin z)) cos(sin ) cos z cos(cos x)

cos?(cos )
sin(sin(sin z)) sin(cos z) sin x

cos?(cos z)
2227 sin?(2z) + 2%(2% In(2) sin’(22) + 272 cos(2z) sin(27)2)

Monoton névekvé, ha x < 0, vagy ha x > 1, koztiik csokken, lokalis
minimuma van az 1 helyen, lokalis maximuma van a 0 helyen.

Globalis széls6értékhelyei nincsenek. Konvex, ha x > —, konkav

V2

LAy iy L _ .
egyébként, inflexios pont az 7 mll)l:iloof(l’) = +oo. (Lasd a 8.1.

abrat.)
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(b)

4" — Tt 4+ 3

T3

8.1. abra. Az f(z) = 42" — 72" + 3 fiiggvény

Ahol értelmezve van (vagyis ha x > 0) ott mindeniitt mono-

ton novekvd. Sem lokélis, sem globalis szélsGértékhelyei sincse-

1
nek. Konvex, ha x > — egyébként konkav, inflexiés pont az —.

lim g(x) =0, lim g(x) = co. (Lasd a 8.2. 4brat.)
z—0t T—00

Monoton névekvé ha x < —1, csékken ha —1 < z < 1 vagy ha

x > 1, lokdlis maximuma van a —1 helyen. Egyéb szélsGértékhelyei

nincsenek. Konvex, ha 2 < —+/4, vagy ha x > /2, konkav e két

érték kozott, inflexios pontja a —+/4 helyen van. lim h(z) =
o—(V2)*

+oo, lim h(z)=0. (Lasd a 8.3. abrat.)

z—=+o00

8.6. Integralszamitas

(a)
(b)
(c)
(d)

6%
13 +c
o2 2
x7 e +c
21n |2% + 4z| + ¢
(2¢* + 227 ..
14
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rin®(z) +

o IN

|

!

!

|

|
H
1
e

8.2. abra. A g(z) = xIn*(z) + z fiiggvény

6 In |2 1
(e) ?ln|x|+mln(2$+1)—$+n|++|—l—c
6
(a) 19
3
b) —Iln|( -
o -m(3)
T
(c) D)
377'16
d
(d) 16
(e)l 3cos3
2cos?2
1
(a) 3
b §—21n2
( 3

8.7. Differencidlegyenletek

1.

(a) c(1 +sinx)
1
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8.3. dbra. A h(z) = 3'76 5 fiiggvény
l‘ —

(a) /In(x?+1)
(b) (& +1)?
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