Regresszioszamitas

A gyakorlatban gyakran vizsgalunk két mennyiség kozotti 0sszefiiggést. Példaul
tekintsiik a f6éiskola hallgatoi £ testsilyat és az el6zo félévi n kreditindexiiket. n
elemi véletlen mintat vesziink, kérdés, hogy van-e a két valtoz6 kozott linedris
Osszefiiggés? A kapott adatok (xy,yy),..., (X, y.), ezeket (x,y) pontdiagramon
abrazolhatjuk.

A mar ismert elméleti korrelacios egyiitthato
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ennek becslése a Pearson-féle tapasztalati korrelacios egyiitthato
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Konnyen lathatd, hogy

A korreldcios egyiitthatok abszoliitértéke legfoljebb 1.

A tapasztalati korreldcios egyiitthato az elméleti korreldcios egyiitthato konzisztens
becslése.

Amennyiben az elméleti korrelaciés egyiitthatd abszolut értéke 0, linedris kapc-
solat nincs (mds fiiggvénykapcsolat még lehet, fiiggetlenség csak normalis eset-
ben kovetkezik); amennyiben 1, linedris kapcsolat van a két valtozo kozott.
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Mint ismeretes, nr’S /o és n(l — r*)S5 /o fiiggetlen y*-eloszldstiak rendre 1
illetve n — 2-szabadsagfokkal. Ennélfogva,

eloszlasa kétvéltozos normdlis populdcid esetén?
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X1/(xt + x2_,) alaku valdszintiségi vdltoz6. Nyilvan r2/(1 — r?) x3/x?_, alakd
val6szintiségi valtozo, és a
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statisztika (fliggetlenség esetén, de emlékezziink vissza, normalis esetben R = 0
maga utin vonja a fiiggetlenséget) n — 2-szabadsagfoku Student-eloszlasu. Ennek
alapjdn probat konstrudlhatunk a Hy: & és n korrelalatlanok nullhipotézisra a H;:

t=vNn-2




korreléltak ellenében. Ha 7. = F _12((1 +c)/2), ahol F,_,(x) az n—2-szabadsigfoku
Student eloszlas eloszlasfiiggvénye, akkor elfogadva a nullhipotézist ha |¢| < 7., a
préba terjedelme 1 — ¢ lesz.
Ha a korrel4cios egylitthat6 ért€ke nemnulla, eloszldsa egyszeriien nem kezel-
het6. Fisher megmutatta, hogy a
1. 1+r 1. 1+R

z=—=1In , Z=—In
2 1-r 2 1-R

transzformdcidval z eloszldsa aszimptotikusan normaélis Z varhat6 értékkel és 1/(n—
3) szérasnégyzettel. Elég nagy mintanagysdg esetén két minta korrelacios egyiit-

that6janak Hy : egyezdségére H, : a korrelacids egyiitthatok kiilonb6z6ek hipotézis
ellenében kétmintds u-probat konstrudlhatunk. Az
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statisztika kozelit6leg standard normalis. Ha u. = ®~!((1 + ¢)/2), akkor |u| < u,
esetén elfogadva a nullhipotézist 1 — ¢ terjedelmi prébat kapunk. Az egyoldali
H, : R, > R, hipotézis ellenében u, = ®~!(c) valasztassal lesz a proba terjedelme
1-c.

A regresszio kifejezést eloszor SIR FrRancis GaLron haszndlta 1886-ban, aki
apdk és elsosziilott fiaik testmagassdgat vizsgalva azt taldlta, hogy ha apik egy
csoportjdban az atlag testmagassagtol valo eltérés d cm akkor elssziilott fiaik test-
magassdganak tekintetében az dtlagtol valo eltérés mindossze (1/2)d cm, tenden-
cia fedezhetd fel az atlaghoz vald visszatérésre, azaz regressziora.

Képzeljiik el a kétvaltozés normalis eloszlas
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stiriségfliggvénye altal meghatarozott feliiletet (az igynevezett korrelacios feliiletet),
itt az R paraméter éppen az elméleti korreldcids egyiitthat. Ha elmetsziik a
feliiletet az x tengelyre merdleges siksereggel, mindegyik sikmetszet haranggorbe,
varhat6 értékeik egyenest hatdroznak meg, amelynek egyenlete y = Ro,x/o,
ez az 1 regresszios egyenese é-re. A & regresszids egyenese n-ra analég médon
kaphato, egyenlete x = Ro,y/o,. Ezek R = +1-re egybeesnek, R = 0-ra a tenge-
lyek.

A linearis statisztikai modell fogalmaval folytatjuk. Legyen D C R halmaz,
és legyen minden x € D esetén 1, f, (7) stirliségfiiggvényl valdszintliségi valtozo

q(x.y)




o szorassal. A D halmazon értelmezett e(x) = ax + b fiiggvényrdl azt mondjuk,
hogy linedris statisztikai modell, ha n, varhat6 értéke e(x) minden x € D-re.

A D halmazbdl megfigyeliink egy xi,...,x, mintat, és az f, strtségfig-
gvényl populdciobdl egy egyelemd n,, = y; mintdt. Tételezziik fel, hogy az

n.-k normalis valoszinliségi valtozok €s teljesen fiiggetlenek. Az ismeretlen a
€s b egyiitthatokra €s a o szordsra a megfigyelt (x;, y;) mintdbol kdvetkeztetiink a
maximum likelihood elvnek megfeleléen. A likelihood fiiggvény
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Ezeket 0-val egyenl6vé téve kapjuk a paraméterek maximum likelihood egyen-

leteit: ) ) .
Zx,-a+z 1b = Zyi,
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az a, b egyiitthatkra vonatkoz6é normalegyenletek, illetve
Z(y,- —ax; — b)2 = no.
i=1

A normélegyenletekbdl kapjuk a b és o- maximum likelihood pontbecslését:



Az e(x) = ax + b regresszios egyenes paramétereinek maximum likelihood

pontbecslése B _
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(Vilagos, hogy legalabb 2 kiilonb6z6 x;-nek lennie kell). .

Beldthat6, hogy o torzitott becslés, a korrigdlt becslés 502,

Legyen S3 = (1/n) XL, (vi — ¥)* a megfigyelt értékek szérdsnégyzete, a tel-
jes szorasnégyzet, S = (1/n)) YL, (¥ — ¥)* a szamitott értékek szérasnégyzete,
a Kiils§ szérasnégyzet, S2,, = (1/n)) X1, (v; — ¥))* a reziduum szérasnégyzet.
Konnyen lathatd, hogy

S2.=831-7r.

rez

Milyen a regresszids egyenes meredekségének eloszldsa? a fiiggetlen nor-
malis eloszldst valdszintiségi valtozok linedris kombinécidja, s mint ismeretes, ez
normadlis eloszlasd. Varhato értéke (mivel Y, (x; — X) = 0)

Ea = Zl«x,- ~3)/S)En,, = Zl«x,- ~3)/s)ax; +b) =

(a/$) ) (=0 +(b/s) ) (xi—F) =a,
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vagyis:

A regresszios egyenes meredekségének maximum likelihood pontbecslése torzi-
tatlan.

A szOrasnégyzet

Da= Y ((x D/, = 0*[s = 0/ (nS).
i=1

Az u = +/nS (G — a)/o val6szinliségi valtozé standard normalis eloszlasd. A
normdlegyenletekbdl egyszeri meggondoldsok alapjin kapjuk, hogy

Az y = ax + b linedris modellben a teljes szordsnégyzet a belsd és a reziduum
szordsnégyzetek osszege.



Azaz S? = §? + S2,.
mindcios egyiitthatora kaptuk:

A determindcios egyiitthato értéke egybeesik a tapasztalati korreldcios egyiit-
thato négyzetével.

A determinéciods egyiitthaté megmutatja, hogy a teljes szérédds mekkora hanyada
magyardzhat6 a korrelacidval.

Lattuk, hogy a szérdsnégyzet D*a = 0% /(nS?2), és a \/nS ,(a—a)/o valészintiségi
valtozo standard normalis eloszlasu. Tovabba,

Minthogy S%, = S2(1 - r?), igy a D = §2/S? deter-
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n(1-r)S;/0” = n(S,,./S)S} /0> = nS?, |07

rez rez

x>-eloszldsu n — 2 szabadsagfokkal. Meg lehet mutatni, hogy fiiggetlenek, ennél-
fogva a

t=Nn—-2a—-a)S./S

statisztika Student-eloszldsu n — 2-szabadsdgfokkal. Ha ¢, = F;_lz((l + ¢)/2),
ahol F,_»(x) az n — 2-szabadsagfoku Student eloszlas eloszlasfiiggvénye, akkor
P(-t. <t <t.) =c,és kapjuk az

Srez A+t Srez
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100c%-os szintli konfidencia intervallumot az a meredekségre. Megjegyezziik,
hogy a fenti konfidencia intervallum alkalmazésaval t-prébakat is szerkeszthetiink,
példaul a H, : a = ay nullhipotézisre a H; : a # a, ellenében.

Az y; szamitott értékekre is szerkeszthetd egyszerd de hosszadalmas szamité-
sokkal 100c%-os szinten konfidencia intervallum
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konfidencia korlatokkal, ahol ¢, = F ;_12((1 +c)/2) és F,_»(x) az n—2-szabadsagfoku
Student eloszlés eloszlasfiiggvénye.

Abban az esetben, amikor nem tessziik fol az eloszlds ismeretét, a legkisebb
négyzetek elve alkalmazhatd, amit 1805-ben LEGENDRE javasolt asztronémiai meg-

figyelésekhez. Legyen xi, ..., x,_; fliggetlen valtozok, x; a fiiggd véltoz6. Tovabba
legyen (X1, x2j, ..., X—1j, ;) (j = 1,...,n) amegfigyelt minta, a statisztikai mod-

ell az x, = b + ajx; + ... + a,_1x,_; regressziés hipersik. Az a; egyiitthatok
legkisebb négyzetek szerinti pontbecslései azok az értékek, amelyekre
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minimalis. A
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parcialis derivaltaknak el kell tiinniiik, ahonnan kapjuk a normalegyenleteket:
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amelyek linedris algebrai vagy numerikus médszerekkel oldhatok meg.
Visszatérve az egyszeres regresszidhoz, nemcsak linedris 0sszefliggést kereshetiink,

hanem, elméleti megfontoldsok vagy a pontdiagram alapjan, kereshetjiik az y =

b + athi(x) + ... + a;_1h,_1(x) regresszios gorbét, ahol a h;(x) fliiggvények tet-
sz6legesen adottak. Legyen (x;,y;) (j = 1,...,n) a megfigyelt minta. A t6bb-
sz0ros regressziondl alkalmazott megfontoldsokat megismételve x;; = hi(x;) (i =
I,...,nj=1,...,t=1),y = x; és x;; = y; helyettesitésekkel élve kapjuk azonnal

a normalegyenleteket:
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o Z ha(x)he—y (X)), + Z ha(x;)b = Z ha(X,)y;
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Z B (e (x)ay + Z B (e )as + Z s (e (x)as +

+th 1(x]) a1 +th 1(x))b = th 1(x)y;.

Gyakorta alkalmazott specidlis eset a polinomillesztés, amikor is /;(x) = x', ekkor
a normalegyenletek alakja
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Ha a regresszios feliiletet x;, = h(b + ayx; + ... + a,_1x;-1) alakban keressuk, ahol
h(x) adott invertdlhat6 fiiggvény, akkor h'(x;) = b + a;x; + ... + a;_1x;_1, és
alkalmazhaté a regresszios hipersikra vonatkoz6 normdlegyenletrendszer a fiiggd
valtozéra vonatkozé mintaértékek h~!(x,) transzforméci6jval.



